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Кризис оснований: кому он выгоден?
Каждый знает античную апорию Зенона «Ахиллес и че-

репаха». Многие слышали о парадоксе Эпименида «Кри-
тянин», о парадоксах теории множеств, о логических па-
радоксах Бертрана Рассела, вроде того, когда на каждой 
стороне листа написано «Утверждение на обратной сто-
роне — ложно». К этим невинным математическим шало-
стям принято относиться с иронией, мол, ничего драма-
тичного в них нет. 

Якобы все парадоксы хорошо известны, и современные 
ученые знают, что с ними делать, они якобы во всем давно 
разобрались. Но это впечатление обманчиво! В глубинах 
«самой точной из наук» скрыто так много противоречий, 
что уже сама мысль об их существовании вызывает у ма-
тематиков раздражение. Они предпочитают их игнориро-
вать, скрывая масштабы кризиса основ математики.    

На обывательском уровне кажется, что парадоксы во-
обще не имеют никакого отношения к действительности. 
Даже когда мы сталкиваемся с технологией двойных стан-
дартов, даже когда мы видим вопиющие военные пре-
ступления и фейковые новости, даже когда с небывалой 
силой проявляется кризис основ демократии, о чем сви-
детельствует ситуация вокруг избранного в США прези-
дента Д.Трампа (кстати, еще Курт Гедель обнаружил, что 
Конституция США допускает существование в США на-
стоящего тоталитарного режима). 

А ведь хаос, который наблюдается в современном мире, 
—  результат целенаправленного применения парадоксов. 
В наши дни создана целая теория хаоса, которая работает 
против «неполноценных» с глобальной точки зрения на-
родов. Вместо того, чтобы бороться с противоречиями, 
влиятельные математики de facto занимаются их распро-
странением. Абсурд поставлен на службу системы гло-
бального управления, и глубоко заблуждаются те, кто 
думает, что все само собой разрешится. За последние сто 
лет мировой кризис лишь усугублялся, и вряд ли сейчас 
что-то изменится, ведь этот кризис — точное отражение 
нынешнего состояния математической науки.

➢ 
До сих пор сборник работ 
математика-интуицио-
ниста Лейтзена Брауэра, 
одного из самых влиятель-
ных критиков оснований 
математики, не издан на 
русском языке. Об интуи-
ционизме в России знают 
очень немногие, лишь  спе-
циалисты узкого профиля, 
преимущественно логики.  
Однако интуиционизм ни-
когда не ограничивался ло-
гикой, как можно подумать 
в наши дни. Наоборот, 
логика в интуиционизме 
была всегда вторична по 
отношению к конкрет-
ным построениям и дока-
зательствам. Но если мы 
взглянем на современные 
статьи об интуиционизме, 
то они посвящены преиму-
щественно разбору логи-
ческих схем. Постепенно 
главная задача интуици-
онизма (изучение непре-
рывности и исключение 
некорректных выводов 
формальной математики) 
позабылась...
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IN BREVI

В истории науки голландский матема-
тик Лейтзен Эгберт Ян Брауэр за-
нимает особое место. Он не только 

получил выдающиеся результаты в области 
топологии, математической логики, теории 
множеств, его интересовали в не меньшей 
степени вопросы психологии и теории по-
знания. Он исследовал отношение матема-
тического языка к интуиции, связывал само 
возникновение представлений о математи-
ческом континууме с проблемой времени и 
сознания.

Именно обращение Брауэра к проблеме сознания, су-
щественно влияющего на образование «первоинтуиции» 
натурального числа, стало причиной того, что интуици-
онизм в советской науке причисляли к философскому 
направлению «идеализма, волюнтаризма и агностициз-
ма». Желание заклеймить интуиционизм привычными 
штампами, в конце концов, завело в тупик. Попытка 
грести одной гребенкой и направление формализма с 
его обособленным царством математических идей, и ин-
туиционизм, который критиковал формализм, связывая 
математику с сознанием, нанесла советской школе фило-
софии математики невосполнимый урон — она прекра-
тила существование, дискредитировав себя как с точки 
зрения формализма,  так с точки зрения интуиционизма. 

Поскольку такие математические объекты, как «точ-
ка» или «бесконечность», не являются объектами ма-
териального мира, то сама попытка трактовать основа-
ния математики с позиций материализма бессмысленна. 
И сегодня «объективная научная философия», по сути, 
примкнула к идеалистическому направлению форма-
лизма во всем, что касается фундаментальных проблем 
математики. Чтобы понять, насколько велика пропасть 
между идеями интуиционистов и формалистов, доста-
точно ознакомиться со взглядами самого Брауэра.   

Л. Брауэр

 Интуиционизм 
и формализм

Предмет, разговор о котором я хотел бы пред-
ложить Вашему вниманию, имеет отношение к 
фундаментальным основам математики. Чтобы 

понять, как развивались существующие ныне в этой об-
ласти противостоящие друг другу теории, нужно сначала 
добиться ясного понимания термина «наука»; поскольку 
это та ее часть, которую традиционно занимает матема-
тика в умах людей.

Под наукой мы понимаем опирающееся на знание зако-
нов природы систематическое отслеживание причинных 
связей явлений, имеются в виду связи, которые для лич-
ных или общественных целей удобно считать идентично 
повторяющимися, — и в особенности те из них, которые 
играют важную роль в социальных отношениях.

Наука придает человеку огромную силу в его деятельности 
над природой, и происходит это благодаря тому факту, что 
неизменно уточняющиеся данные о причинных связях яв-
лений предоставляют все большие и большие возможности 
для воссоздания изучаемого события, которое бывает труд-
но или даже невозможно воспроизвести непосредственно, 
но удается получить, воссоздав другие явления, связанные с 
первым казуальными цепочками. 

Человек всегда и везде создает порядок в природе, и это, 
в свою очередь, происходит за счет того, что он не только 

➢ 
Конструктивное направле-
ние А.А. Маркова испра-
вило ряд неточностей ин-
туиционистов (см. Гейтинг 
А. Интуиционизм. 1965), 
но ни в коем разе не по-
шатнуло позиции форма-
листов. Основная причина, 
по которой  современный 
интуиционизм и конструк-
тивизм не находят широ-
кого понимания, состоит 
в их разрыве с философи-
ей и проблемой сознания, 
хотя сам Брауэр считал эту 
связь даже более важной, 
чем полученные им мате-
матические результаты.             

 
Интуиционизм как свой-
ство творческой деятель-
ности (не только матема-
тической) и есть развитие 
способности к наблюдению 
скрытых законов и невос-
принимаемых напрямую 
органами чувств объектов, 
таких как бесконечность. 

Перевод Н.Е. Горфинкель по изданию:
Philosophy of mathematics: selected readings. 

Cambridge, New-York, 1983. PP. 77-89
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выделяет причинные связи явлений (то есть не только 
старается отделить их от создающих помехи вторичных 
явлений), но также дополняет их явлениями,  вызван-
ными его собственной деятельностью, делая их, таким 
образом, широко применимыми. Среди последних — 
результаты разнообразных подсчетов и измерения зани-
мают столь важное место, что многие законы природы, 
представленные в научном мире, основаны только на со-
ответствии результатов подсчетов и измерений. 

В связи с этим можно отметить, что законы природы, в 
формулировке которых присутствуют величины измере-
ний, надо понимать как выполняющиеся в природе лишь 
с некоторой степенью точности; в действительности за-
коны природы, как правило, не доказаны в отличие от 
достаточно рафинированных измерительных методов.

Исключениями из этого правила с древнейших 
времен были с одной стороны — практическая 
арифметика и геометрия, а с другой — дина-

мика твердых тел и небесная механика. Обе эти группы 
противостояли до сегодняшнего дня всем новшествам в 
методах ведения наблюдений. Но если для второй груп-
пы такое положение всегда рассматривалось как нечто 
случайное и временное, и все готовы были к тому, что 
эти науки снизойдут до ранга вероятностных теорий, то 
до сравнительно недавнего времени существовала непо-
колебимая уверенность в том, что никакие эксперимен-
ты не могут нарушить точность законов арифметики и 
геометрии; эта уверенность отражается в утверждении, 
что математика — это уж «точно» точная наука.

Все то, на чем зиждется убежденность в неоспоримой 
точности математических законов, на протяжении сто-
летий было объектом философских исследований, и 
здесь можно выделить две точки зрения: интуиционизм 
(преимущественно французский) и формализм (преиму-
щественно немецкий). Во многих аспектах две эти точки 

 
Здесь Брауэр указывает на 
принципиальное отличие 
интуиционизма от форма-
лизма, которое в начале XX 
века мало кто замечал. Но 
теперь мы знаем, что фор-
мальная школа математики 
полностью отстранилась от 
изучения законов природы 
именно по той причине, 
что в природе не действуют 
принципы, провозглашен-
ные в формализме «абсо-
лютной математической 
истиной». Реальные зако-
номерности гораздо слож-
нее схематичного мышле-
ния по одному шаблону, 
который был признан той 
или иной группой людей 
в качестве «окончательно 
установленной научной 
истины». Интуиционизм 
не ограничивается таким 
«шаблонным мышлением», 
и в этом он сближается с 
природой, в которой одно-
временно действуют самые 
разные, казалось бы, ис-
ключающие друг друга за-
коны. 

зрения становятся все более и более явно противопо-
ставлены друг другу; но за последние несколько лет они 
пришли к согласию в том, что вопрос о применимости 
математических законов в качестве законов природы не 
представляет интереса. Но на вопрос, где же в действи-
тельности существует математическая точность, каждая 
из сторон отвечает по-своему; интуиционист говорит — 
«в разуме человека»,  формалист — «на бумаге».        

  У Канта мы находим старую форму интуиционизма, 
на сегодняшний день практически полностью исчезнув-
шую, в которой время и пространство принимаются как 
формы познания, неотъемлемые для человеческого раз-
ума. Для Канта аксиомы арифметики и геометрии были 
синтетическими априорными суждениями, то есть суж-
дениями, не зависящими от опыта и не нуждающимися в 
аналитических доводах; и это объясняло их аподиктич-
ную точность как в опытном мире, так и в абстрактном. 
Поэтому для Канта возможность экспериментального 
опровержения арифметических и геометрических зако-
нов была не только исключена по причине святой веры в 
них, но даже совершенно немыслима.

Диаметрально противоположна точка зрения 
формализма, которая заключается в том, что 
человеческий разум не располагает точными 

образами, чтобы решать, какие из линий прямые, а какие 
нет, или, например, какие из чисел больше десяти, а ка-
кие меньше, и поэтому утверждает, что математические 
сущности существуют в нашем представлении о мире не 
больше, чем в нем самом. 

Из нескольких соотношений между математически-
ми сущностями, которые мы полагаем аксиомами, мы 
действительно выводим другие соотношения, следуя 
определенным законам, будучи уверены, что выводим 
истины из истин по правилам логики, но это нематема-
тическое утверждение истинности и легитимности не 

➢ 
Брауэр затрагивает важ-
ный вопрос: почему ма-
тематика, будучи произ-
ведением человеческого 
интеллекта, столь эффек-
тивна в решении проблем 
естествознания? Он гово-
рит, что в начале ХХ века 
интуиционисты и форма-
листы сошлись в одном 
— в том, что следует четко 
различать математические 
законы и законы приро-
ды. Но в качестве причины 
такого разделения они на-
зывали разные вещи. Фор-
малисты довольствовались 
тем, что для обоснования 
любого произведения че-
ловеческого интеллекта 
достаточно, чтобы его 
«законность» подтверди-
ли другие люди. Для ин-
туициониста этого недо-
статочно, поскольку сама 
история развития науки 
свидетельствует о том, что 
одно знание сменяет дру-
гое, что интеллект человека 
непрерывно эволюциони-
рует. И то, что вчера счи-
талось вполне «законным», 
завтра может породить 
ошибку, поэтому главной 
движущей силой науки яв-
ляется не интеллект, а ин-
туиция, лежащая в основе 
сознания. При этом и эво-
люция сознания, и эволю-
ция природы оказываются 
незамкнутыми системами, 
в их развитии много общих 
черт, что как раз и объясня-
ет эффективность матема-
тики в изучении проблем 
естествознания, ведь раз-
ум, вопреки навязанному 
нам мнению, — тоже явле-
ние природы.            
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обладает какой бы то ни было степенью точности. Это 
есть ни что иное как еле уловимое ощущение очарова-
ния, которое  исходит от знания эффективности прило-
жений этих связей и законов рассудка к реальному миру. 

Для формалиста, таким образом, математическая точ-
ность есть по сути просто разборка серии соотношений 
и не зависит от смысла, который можно было бы придать 
этим соотношениям или математическим сущностям, ко-
торые они связывают. И для последовательного формали-
ста эта бессмысленная серия соотношений, к которой све-
дены все разделы математики, математически существует, 
только если они были представлены в устной или пись-
менной речи вместе с логико-математическими закона-
ми, на основании которых сделан их вывод, образуя тем 
самым то, что называется символической логикой.

Поскольку обычная устная или письменная речь 
не удовлетворяет даже минимальным требо-
ваниям последовательности, необходимой для 

этой символической логики, формалисты стараются из-
бежать использования повседневного языка в математи-
ке. Как далеко это может завести, можно увидеть на при-
мере современной итальянской школы формалистов, 
чей руководитель Пеано опубликовал один из своих наи-
более важных результатов, касающийся существования 
решений (интегралов) для действительных дифферен-
циальных уравнений в «Mathematische Annalen» на язы-
ке символической логики. Как результат, статью смогли 
прочесть только несколько посвященных, и она не была 
общедоступной до тех пор, пока один из них не перевел 
ее на немецкий.

Взгляды формалиста должны вести к убежденности, 
что если другие символические формулы заменят те, 
которые представляют сегодня фундаментальные мате-
матические соотношения и логические законы, то отсут-
ствие ощущения удовлетворенности, называемое «осоз-

 
Любопытно, что формаль-
ный подход был распро-
странен в XX веке не толь-
ко на математику, но и на 
квантовую физику после 
введения соотношений не-
определенности Гейзенбер-
га. То есть физиков пере-
стало интересовать, какой 
смысл можно придать этим 
соотношениям или соот-
ветствующим квантовым 
объектам. Неопределен-
ность объектов меньше 
планковской длины стала 
восприниматься как неотъ-
емлемая часть самой при-
роды. Хотя это, разумеется, 
часть той квантовой тео-
рии, к которой пришли уче-
ные ХХ века. Не случайно 
Моррис Клайн после книги 
«Математика. Утрата опре-
деленности» (1984) написал 
книгу «Математика. Поиск 
истины» (1988), которая по-
священа обзору взаимосвя-
зей математики и физики. 
Иначе говоря, такую же 
утрату определенности мы 
наблюдаем и в современной 
физике, причем «решение 
этой проблемы вряд ли за-
висит от получения новых 
экспериментальных дан-
ных» (С.272). Между тем, 
если решение и существует, 
то его, безусловно, следует 
искать в неточности «обще-
признанной математики», 
которая отбросила рассмо-
трение бесконечно малых 
величин в эпоху господства 
физической концепции ме-
ханицизма.          

нанием легитимности», которое может возникнуть в 
результате такой замены, ни в малейшей степени не пре-
уменьшит их математической точности. Философу или 
антропологу, но никак не математику выяснять, почему 
конкретные системы символической логики эффектив-
нее других могут быть спроецированы на реальный мир 
природы. Не математику, а психологу объяснять, почему 
мы верим в конкретные системы символической логики 
и не верим в другие, и, в частности, почему мы питаем 
такую антипатию к так называемым противоречивым 
системам, в которых могут быть одновременно истинны 
как высказывание, так и его отрицание (Mannoury, 1909: 
149-54).

Пока интуиционисты оставались верны принципам 
теории Канта, казалось, что развитие математики в XIX 
веке поставило их в как никогда слабое положение по 
сравнению с формалистами. Поскольку  это развитие в 
первую очередь многократно продемонстрировало, как 
целые теории могут быть перенесены из одной области 
математики в другую: проективная геометрия, напри-
мер, осталась неизменой после того, как точка и прямая 
поменялись ролями, важная часть арифметики действи-
тельных чисел применима и для разнообразных других 
подполей в поле комплексных чисел, и практически все 
теоремы элементарной геометрии остались верны для 
неархимедовой геометрии, в которой для каждого отрез-
ка существует отрезок, бесконечно малый по отношению 
к первому. Эти открытия, казалось бы, должны были 
действительно показать, что только логическая форма 
математической теории имеет значение, и не стоит за-
ботиться об ее материи больше, чем необходимо думать, 
например, о смысле наборов цифр, с которыми опериру-
ешь для правильного решения задач арифметики.       

Но самым серьезным ударом по кантинианской теории 
было открытие неевклидовой геометрии, непротиворе-
чивой теории, разработанной на основе системы аксиом, 

➢ 
Лукавство концепции фор-
мализма состоит в том, что 
ни философы, ни антропо-
логи, ни психологи до сих 
пор ничего не выяснили и 
ничего не объяснили. По-
тому что: а) формалисты 
не заинтересованы в том, 
чтобы их «слепую веру» из-
учали другие специалисты; 
б) для понимания многих 
тонкостей в такого рода 
исследованиях необходим 
высокий уровень разви-
тия философии и истории 
математики, а как раз эти 
дисциплины были плано-
мерно исключены форма-
листами из программ об-
разования. 

➢ 
Брауэр явно ссылается на 
теорию «классических ир-
рациональных». Так, никто 
не задумывается, что про-
изведение √2  . √2 дает ир-
рациональную дробь. Все 
просто верят, что она равна 
рациональному числу 2. 



 
Конечно, и время может 
быть помыслено как один 
из способов упорядочения 
событий, которым удобно 
пользоваться в соответ-
ствии с нашим обыденным 
опытом, а не как категория, 
существующая вне зависи-
мости от нашего опыта. Но 
такая нелинейность «сверх-
времени» будет связана уже 
с феноменом коллективно-
го и трансперсонального 
сознания, с «квантовыми» 
эффектами сновидений, то 
есть относиться к области, 
где само мышление обрета-
ет иные формы и свойства.     
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отличающихся от аксиом элементарной геометрии толь-
ко тем, что аксиома параллельности была заменена ее от-
рицанием. Поскольку это показало, что явления, тради-
ционно описываемые на языке элементарной геометрии, 
могут быть описаны с такой же степенью точности, хотя, 
зачастую, и менее компактно, на языке неевклидовой ге-
ометрии; так что не только невозможно оставаться уве-
ренным, что пространство нашего опыта имеет свойства 
элементарной геометрии, но бессмысленен даже вопрос 
о существовании какой-то выделенной геометрии, ис-
тинной для этого пространства.

Элементарная геометрия, действительно, лучше, чем 
любая другая, подходит для описания законов кинема-
тики твердых тел, а значит, и большего количества при-
родных явлений, но если запастись терпением, можно 
было бы создать объекты, кинематику которых было бы 
проще интерпретировать в терминах неевклидовой, чем 
евклидовой геометрии (Poincare, 1903: 104).

Какой бы слабой ни казалась позиция интуицио-
нистов после этого периода развития математи-
ки, они вновь обрели вес, отказавшись от кан-

тианской априорности пространства, но оставаясь при 
этом тем более верными теории априорности времени. 
Этот нео-интуиционизм рассматривает рассыпание мо-
ментов жизни на качественно разные части, которые 
должны вновь соединиться, оставаясь разделенными 
только во времени, как фундаментальное явление чело-
веческого интеллекта, переходящее от эмоциональной 
составляющей в фундаментальное явление математиче-
ского мышления, в интуицию чистого двуединства.

Эта интуиция двуединства, основополагающая интуи-
ция математики, создает не только числа «один» и «два», 
но и все конечные порядковые числа, поскольку один из 
элементов этого двуединства может быть помыслен как 
новое двуединство, и этот процесс может повторяться 

бесконечно; все это приводит к самому маленькому бес-
конечному порядковому числу ω. Наконец, эта осново-
полагающая интуиция математики, в которой связанное 
и разделенное, непрерывное и дискретное соединены, 
приводит непосредственно к интуиции линейного кон-
тинуума, то есть « чего-то между», что не исчерпывается 
вставкой новых элементов и что потому никогда не мо-
жет быть помыслено как простое соединение элементов.

Подобным образом априорность времени не 
только определяет свойства арифметики как 
синтетические априорные суждения, но делает 

то же самое со свойствами геометрии, причем не толь-
ко элементарной двух- и трехмерной геометрий, но и 
n-мерной неевклидовой геометрии. Поскольку со вре-
мен Декарта мы научились сводить все эти геометрии к 
арифметике посредством вычислений в координатах.

С современной точки зрения интуиционизма, та-
ким образом, все математические множества элемен-
тов, которые названы таким именем, могут быть полу-
чены, основываясь на базовой интуиции, и это может 
быть проделано применением конечного числа раз все-
го двух операций: «создать конечное ординальное чис-
ло» и «создать бесконечное ординальное число ω»; здесь 
надо понимать, что для дальнейших целей любое ранее 
сконструированное множество или ранее проделанные 
конструктивные операции, могут быть использованы 
как элементы.  

Как следствие, интуиционист распознает суще-
ствование только счетных множеств, то есть мно-
жеств, чьи элементы могут быть поставлены во вза-
имно-однозначное соответствие как с элементами 
финитного ординального числа, так и бесконечного 
ординального числа ω.            

➢ 
Такая концепция непре-
рывности имеет место не 
только в математике, но 
и в процессах биологиче-
ской эволюции. Как бы ни 
пытались представители 
формализма представить 
феномен жизни всего лишь 
соединением химических 
элементов, которое тео-
ретически можно полу-
чить из неживой материи, 
В.И.Вернадский на приме-
ре явления диссимметрии 
в органике показал, что жи-
вое может синтезироваться 
только из живого.      

➢ 
В концепции континуу-
ма, возникшей из теории 
множеств Г.Кантора, по-
мимо счетных множеств 
были введены несчетные 
множества, однако доказа-
тельство их существования 
много раз подвергали со-
мнению (например, в ста-
тьях А.Зенкина).  



10 11

➢ 
Если продолжить анало-
гию со строительством 
сейсмоустойчивого зда-
ния, то среди перечис-
ленных здесь аксиом или 
изначальных условий, 
определяющих ход стро-
ительства, нет ни одного 
такого, которое бы учи-
тывало уровень сейсмоу-
стойчивости возводимой 
конструкции. Для этого 
потребовалось бы доба-
вить к аксиоме включения 
условие, указывающее, 
когда мы можем включить 
в множество объекты, для 
которых некоторое свой-
ство выполняется не всегда 
или когда оно может быть 
изменено на другое. То есть 
не была учтена даже воз-
можность такого арифме-
тического равенства как 
1=0,(9), когда бесконечное 
нецелое множество 0,(9) 
включается в конечное це-
лое 1. Для такого математи-
ческого здания достаточно 
легкого колебания почвы, 
чтобы разрушились ос-
новные несущие опоры. 
Поэтому далее Брауэр при-
водит аксиому включения 
Цермело, сделавшего зда-
ние прочнее, не дожидаясь 
мнения психологов.

И в конструкции этих множеств ни повседневный 
язык, ни язык символической логики, не могут играть 
иной роли, как только служить в качестве нематемати-
ческого вспомогательного аппарата, чтобы способство-
вать математической памяти или чтобы предоставить 
возможность разным людям построить одно и то же 
множество.

По этой причине интуиционист никогда не сможет 
почувствовать абсолютную уверенность в точности ма-
тематической теории посредством таких гарантов как 
доказательство ее непротиворечивости, возможность 
определить ее понятия конечным числом слов (Poincare, 
1908а: 6) или практическая достоверность того, что она 
никогда не приведет к непониманию в отношениях меж-
ду людьми (Borel, 1912: 221). 

Как уже говорилось выше, формалист предпо-
читает предоставить психологам задачу выбора 
«истинно математического» языка среди мно-

жества символических языков, которые могут быть в 
равной степени развиты. Поскольку психология еще не 
приступила к решению этой задачи, формализм вынуж-
ден обозначить границы, по крайней мере, временно, 
той области, которую он бы хотел воспринимать как «ис-
тинную математику», и наложить для этих целей опре-
деленную систему аксиом и законов вывода, если он не 
намерен видеть свою работу обреченной на бесплодие.       

Разные направления, в которых была предпринята су-
щественная попытка это проделать, все следовали еди-
ной ведущей идее, то есть допущению существования 
мира математических объектов — мира, не зависящего 
от мыслящего субъекта, подчиняющегося законам клас-
сической логики, чьи объекты могут обладать, с учетом 
друг друга, «отношением множества со своими элемен-
тами». Со ссылкой на это отношение постулируются 
разнообразные аксиомы, подсказанные практикой с 

 
Ситуация, когда формали-
сты ожидают подтверж-
дения «истинности» сво-
его языка от психологов, 
весьма комична. Это как 
если бы группа архитекто-
ров возвела «временное» 
строение, потратив на него 
огромное количество ре-
сурсов, и стала ожидать 
подтверждения его сейс-
моустойчивости от худож-
ника, которого пригласили 
бы оценить внешний вид, 
либо от музыканта, которо-
му предложили бы сыграть 
внутри здания на музы-
кальном инструменте, либо 
от орнитолога, который бы 
сравнил здание с функци-
ей птичьих гнезд. Все они 
скажут, что здание доволь-
но прочное. Но если самих 
архитекторов не заботила 
его сейсмоустойчивость, то 
она не может появиться у 
здания сама по себе.          

естественными конечными множествами, среди кото-
рых важнейшие — это: «множество определяется свои-
ми элементами», «для любых двух математических объ-
ектов определено, содержится ли один из них в качестве 
элемента в другом или нет»; «каждому множеству соот-
ветствует другое множество, содержащее в качестве 
своих элементов подмножества исходного множества и 
только их»; аксиома выбора: «множество, которое раз-
делено на подмножества, содержит по крайней мере одно 
подмножество, которое содержит один и только один 
элемент из каждого из исходных подмножеств»; аксиома 
включения: «если для каждого математического объек-
та определено, выполняется ли для него некоторое свой-
ство или нет, то существует множество, содержащее 
в себе ровно те объекты, для которых это свойство вы-
полняется»; аксиома композиции: «элементы всех мно-
жеств, которые принадлежат множеству множеств, об-
разуют новое множество».      

На базе такого множества аксиом формалист развивает 
теперь в первую очередь теорию «конечного множества». 
Множество называется конечным, если нельзя постро-
ить взаимно-однозначное соответствие его элементов 
с элементами одного из его подмножеств; с использо-
ванием относительно сложных доводов доказано, что 
принцип полной индукции является фундаментальным 
свойством таких множеств (Zermelo, 1909: 185-93); этот 
принцип утверждает, что свойство будет выполнено для 
всех конечных множеств, если, во-первых, оно выпол-
нено для всех одно-элементных множеств и, во-вторых, 
его истинность для произвольного конечного множе-
ства следует из его истинности для того же множества 
без одного из его элементов.  Тот факт, что формалисту 
необходимо дать точное доказательство этого принципа, 
который является очевидным для ординальных чисел 
интуициониста просто по их построению, демонстриру-
ет в то же время, что первый никогда не будет иметь воз-
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можности доказать правомерность его выбора  аксиом, 
заменив неудовлетворительное для него обращение к 
неточным практическим методам или к равной степени 
неточной, по его мнению, интуиции на доказательство 
непротиворечивости его теории.  

Поскольку для того, чтобы доказать, что во множестве 
следствий, которые могут быть получены из использу-
емых им аксиом, не может возникнуть противоречия, 
ему сначала пришлось бы показать, что если противо-
речий не возникло в n-ом следствии, то они не возник-
нут и в следствии (n+1). После чего ему пришлось бы 
интуитивно применить принцип полной индукции. Но 
этот шаг формалист как раз совершить не может, даже 
доказав принцип полной индукции для конечных мно-
жеств; поскольку это потребовало бы математической 
уверенности, что множество свойств к моменту вывода 
n-ого следствия будет удовлетворять его определению 
конечного множества (Poincare, 1905: 834), а чтобы до-
биться этого, пришлось бы прибегнуть не только к не-
дозволенному применению символического критерия 
в конкретном случае, но и к еще одному интуитивному 
применению принципа полной индукции; это привело 
бы его доказательство к порочному кругу.

В области конечных множеств, где аксиомы формали-
ста имеют абсолютно ясное для интуициониста толко-
вание, с которым оба безоговорочно соглашаются, два 
этих направления отличаются исключительно в методе, 
а не в результатах; однако ситуация совершенно меняет-
ся в области бесконечных или трансфнитных множеств, 
где, главным образом применяя аксиому включения, 
приведенную выше, формалист представляет разноо-
бразные концепции совершенно бессмысленные для ин-
туициониста, как, например, «множество, элементами 
которого являются точки пространства», «множество, 
элементами которого являются непрерывные функции 
одной переменной», «множество, элементами которого 

 
Можно сказать, что в своем 
стремлении перейти от не-
однозначной неточности, 
присущей как мышлению, 
так самой природе в ее ста-
новлении и движении, к 
однозначной математиче-
ской точности, формалист 
получает однозначную не-
точность или же неточную 
однозначность, но никогда 
не достигает желаемого ре-
зультата.  

 
Например, в знаменитом 
доказательстве несчетно-
сти множества Х действи-
тельных чисел Г.Кантор 
нумерует множество всех 
чисел на интервале [0, 1] 
так,  словно это множество 
конечное, хотя по началь-
ному условию пересчет 
бесконечен. В ходе «доказа-
тельства» одно свойство 
самовольно подменяется 
другим, при этом предпо-
лагается, что мы продол-
жаем иметь дело с теми же 
начальными свойствами. 
Затем строится диагональ-
ное число y1, которое якобы 
не входит в «полностью» 
пронумерованное «беско-
нечное множество» чисел 
на интервале [0, 1].  И опять 
применяется принцип пол-
ной индукции, доказанный 
только для конечных мно-
жеств: y1 может быть боль-
ше некоторого конечного 
множества, но в бесконеч-
ном пересчете на интервале 
[0, 1] любому диагонально-
му числу y1 найдется счет-
ное соответствие n+1. 

являются дискретные функции одной переменной» и так 
далее. 

В ходе таких формалистических изысканий оказы-
вается, что последовательное применение аксио-
мы включения неизбежно ведет к противоречи-

ям. Яркой иллюстрацией этого факта служит парадокс 
Бурали-Форти (1897). Чтобы продемонстрировать его, 
нам надо дать несколько определений.

Множество называется упорядоченным, если любые 
два его элемента связаны отношением «старше, чем» 
или «младше, чем», которые согласованы в том смысле, 
что если элемент a старше, чем элемент b, то элемент b 
младше, чем элемент a, и если элемент b старше, чем a, и 
с старше, чем b, то с старше, чем a.

Вполне упорядоченное множество (в формалистиче-
ском смысле) — это упорядоченное множество, такое 
что каждое его подмножество содержит элемент, кото-
рый младше всех остальных. 

О двух упорядоченных множествах, между которыми 
можно установить взаимно-однозначное соответствие с 
сохранением отношений «старше, чем» и «младше, чем», 
говорят, что они имеют одинаковое ординальное число. 

Если два ординальных числа А и В не равны, то одно 
из них больше второго, скажем А больше В; это означает, 
что можно установить взаимно-однозначное соответ-
ствие между В и начальным сегментом А с сохранени-
ем отношений «старше, чем» и «младше, чем». Выше мы 
представили, с точки зрения интуициониста, самое ма-
ленькое бесконечное ординальное число ω, то есть орди-
нальное число множества всех конечных ординальных 
чисел, упорядоченных по возрастанию. Вполне упорядо-
ченные множества, ординальные числа которых есть ω, 
называются элементарными рядами.

Без особых трудностей формалист доказывает, что про-
извольное подмножество вполне упорядоченного мно-
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➢ 
Для исчерпывающего пе-
речисления  всех свойств 
исходного множества, по-
требуется напряжение всех 
интеллектуальных сил, ко-
торые только можно вооб-
разить, но даже в этом слу-
чае не будет уверенности, 
что проведена полная дефи-
ниция свойств бесконечно-
го множества, потому что 
существуют элементы, для 
которых даже с помощью 
суперкомпьютеров нельзя 
точно определить, облада-
ют они некоторым свой-
ством или нет. Добавим, 
что когда Г.Кантор публи-
ковал свое доказательство 
несчетности множества 
действительных чисел, он 
не знал и не пользовался 
аксиомой Цермело. А если 
ее применить к его «диа-
гональному методу», то 
окажется, что диагональ-
ное число y1 образует как 
раз подмножество в пере-
счете всех действительных 
чисел на интервале [0, 1], а 
не выходит за его пределы, 
указывая на новое «несчет-
ное множество». Об этом, 
по сути, и говорит Брауэр. 
Когда формалистам надо 
что-либо исключить, они 
ссылаются на аксиому 
Цермело, но продолжают 
признавать доказательство 
Г.Кантора, применявшего 
другой набор аксиом...

жества также является вполне упорядоченным, причем 
его ординальное число меньше или равно ординальному 
числу исходного множества; и также что если добавить 
ко вполне упорядоченному множеству, состоящему не 
из всех математических объектов, новый элемент, поло-
жив его старше всех элементов исходного множества, то 
таким образом получится новое вполне упорядоченное 
множество, чье ординальное число больше, чем орди-
нальное число первого. 

Теперь мы строим на основе аксиомы включения мно-
жество S, которое содержит в качестве элементов все 
ординальные числа, упорядоченные по возрастанию; тог-
да мы без труда можем доказать с одной стороны, что S 
— вполне упорядоченное множество, чье ординальное 
число не может превысить никакое другое ординальное 
число, а с другой стороны — доказать, что, поскольку не 
все математические объекты являются ординальными 
числами, то к S можно добавить новый элемент и соз-
дать другое ординальное число, большее, чем число S, — 
противоречие.

Хотя формалисты обязаны допустить в качестве 
математических результатов противоречивые, 
если они хотят быть последовательными, то 

парадоксы типа Бурали-Форти представляют для них 
неприятности, ведь в то же время руководящим прин-
ципом развития их аргументации является pincipium 
contradictionis, то есть отрицание возможности одновре-
менной истинности двух противоположных свойств.

По этой причине формулировка аксиомы включения   
была модифицирована следующим образом: «Если для 
всех элементов множества определено, выполняется для 
них некоторое свойство или нет, то это множество со-
держит подмножество, чьими элементами являются те 
элементы исходного множества, для которых свойство 
выполнено, и только они» (Zermelo, 1908: 263). 

В такой формулировке аксиома позволяет представ-
лять такие множества [Бурали-Форти] только как под-
множества множеств, определенных ранее [S], если не-
обходимо оперировать с другими множествами, то их 
существование должно быть детально постулировано. 
Поскольку, однако, чтобы довести дело хоть до какого-
то конца, существование конкретного набора множеств 
надо будет постулировать в самом начале, то единствен-
ный законный аргумент, который может быть приведен 
против создания нового множества, — это то, что такой 
подход ведет к противоречию; в действительности един-
ственным изменением, которое открытие парадоксов 
привнесло в практику формализма, явилось устранение 
тех устранение тех множеств, существование которых 
ведет к парадоксам.

При этом  формалисты без колебаний продолжа-
ют оперировать с другими множествами, по-
лученными на основе старой аксиомы вклю-

чения; результатом стало то, что обширные области 
исследования, бессмысленные по мнению интуициони-
ста, представляют значительный интерес для формали-
ста. Подходящий пример есть в теории мощностей, ос-
новные принципы которой я набросаю ниже, потому что 
она очень прозрачно иллюстрирует непреодолимые раз-
ногласия, разделяющие две стороны.

Говорят, что два множества обладают одинаковой мощ-
ностью, или степенью, если можно установить взаимно-
однозначное соответствие между их элементами. Гово-
рят, что мощность множества А больше, чем мощность 
множества В, и мощность В меньше, чем мощность А, 
если можно установить взаимно-однозначное соответ-
ствие между В и частью А, но невозможно установить 
такое соответствие между А и В. Мощность множества, 
равномощного одному из своих подмножеств, называ-
ется бесконечной, другие мощности называются конеч-
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ными. Множества той же мощности, что и ординальное 
число ω, называются счетно-бесконечными, а их мощ-
ность — 0א (алеф-ноль): доказано, что это наименьшая 
бесконечная мощность. В соответствии с приведенными 
ранее утверждениями мощность 0א — это единственная 
бесконечная мощность, которую признают интуициони-
сты. 

Теперь давайте рассмотрим понятие «счетно-бесконеч-
ное ординальное число». Из того факта, что это понятие 
имеет ясное и корректно определенное значение как для 
формалиста, так и для интуициониста, первый дела-
ет вывод, что он имеет право создать «множество всех 
счетно-бесконечных ординальных чисел», мощность ко-
торого он называет 1א, право, которое интуиционист не 
признает. 

Так как можно выдвинуть доводы, убедительные как 
для интуициониста, так и для формалиста, что, во-
первых, счетно-бесконечные множества счетно-беско-
нечных ординальных чисел могут быть сконструирова-
ны разными способами, а во-вторых, что для каждого 
такого множества можно предъявить счетно-бесконеч-
ное ординальное число, не принадлежащее этому мно-
жеству, то формалист заключает «1א больше, чем 0א» — 
высказывание, лишенное смысла для интуициониста.

Далее, так как можно выдвинуть доводы, убедитель-
ные как для интуициониста, так и для формалиста, что 
невозможно сконструировать множество счетно-беско-
нечных ординальных чисел, для которого можно было 
бы доказать, что его мощность меньше, чем 1א, но боль-
ше 0א, то формалист заключает «1א является следующим 
по возрастанию после 0א бесконечным ординальным чис-
лом» — высказывание, также лишенное смысла для ин-
туициониста.

Давайте рассмотрим понятие «действительное число 
между 0 и 1». Для формалиста это понятие эквивалентно 
«элементарному ряду цифр после запятой», для интуи-

циониста оно означает «закон построения элементарно-
го ряда цифр после десятичной запятой за конечное чис-
ло операций». И когда формалист создает «множество 
действительных чисел между 0 и 1», эти слова бессмыс-
ленны для интуициониста, даже независимо от того, 
представляет он себе действительные числа формалиста, 
заданные элементарным рядом произвольно выбранных 
цифр, или действительные числа интуициониста, задан-
ные конечным законом построения. 

Так как можно доказать, убедительно как для интуици-
ониста, так и для формалиста, что, во-первых, счетно-
бесконечные множества действительных чисел между 0  
и 1  можно построить разными способами, и во-вторых, 
что для каждого такого множества можно предъявить 
действительное число между 0 и 1, не принадлежащее 
ему, то формалист заключает «мощность континуума, 
то есть мощность множества всех действительных 
чисел между 0 и 1 больше, чем 0א» — высказывание бес-
смысленное для интуициониста.

Далее формалист поднимает вопрос о том, существу-
ет ли множество действительных чисел между 0 и 1, чья 
мощность меньше мощности континуума, но больше, 
чем 0א, иными словами, «является ли мощность конти-
нуума следующей по возрастанию бесконечной мощно-
стью после 0א?», и этот вопрос, все еще ожидающий от-
вета, он воспринимает как одну из наиболее трудных и 
наиболее фундаментальных проблем математики.

Для интуициониста, однако, этот вопрос, как уже гово-
рилось, лишен смысла, а как только он будет истолкован 
с приданием смысла, на него можно будет легко ответить.

 Если мы переформулируем вопрос в такой форме: 
«Правда ли, что невозможно построить бесконечное 
множество действительных чисел между 0 и 1,  чья мощ-
ность меньше мощности континуума, но больше, чем 
-то ответ должен быть утвердительным; посколь — ,«?0א
ку интуиционист может конструировать только счет-

➢ 
Брауэр изложил т.н. гипо-
тезу континуума Г.Кантора 
(1-я проблема Гильберта), 
согласно которой беско-
нечное множество подмно-
жеств, начиная с множества 
всех действительных чисел 
(в двоичной системе выра-
жено числом 20א), равно сле-
дующему трансфинитному 
числу (21א=0א). Эта гипотеза 
так и осталась недоказан-
ной, хотя над ней размыш-
ляли, пожалуй, все выдаю-
щиеся математики ХХ века. 
Но и негативное решение 
Брауэра, что множество 
 не дано, формалисты не 1א
хотят признавать, чтобы не 
потерять лицо.      

 
Если нельзя сконструиро-
вать такое ординальное бес-
конечное множество, это 
еще не означает, что долж-
но существовать другое, 
кардинальное бесконечное 
множество. Это может го-
ворить о том, что такого 
кардинального бесконечно-
го множества не дано, что 
оно не существует.     
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но-бесконечные множества математических объектов, 
и если на основе интуитивного восприятия линейного 
континуума он допускает элементарные последователь-
ности произвольных выборов в качестве элементов по-
строения, то каждое «несчетное» множество, сконстру-
ированное таким образом, содержит подмножество 
мощности континуума.

Если мы переформулируем вопрос в такой форме: 
«Возможно ли установить взаимно-однозначное соот-
ветствие между элементами множества счетно-беско-
нечных ординальных чисел и множеством действитель-
ных чисел между 0 и 1, оба из которых воспринимаются 
как бесконечно расширяемые посредством конструкции 
добавления нового элемента такого характера, что 
это соответствие не будет нарушено при сколь угодно 
долгом продолжении процедуры построения обоих мно-
жеств?», — то ответ также будет утвердительным, по-
скольку процесс расширения обоих множеств можно 
разбить на такие фазы, чтобы во время каждой из них 
добавлялось счетно-бесконечное число элементов.

Однако, если мы зададим вопрос в такой форме: «Воз-
можно ли сконструировать закон, который будет припи-
сывать счетно-бесконечное ординальное число каждому 
элементарному ряду цифр и который будет гарантиро-
вать a priori, что два различных элементарных ряда ни-
когда не будут соответствовать одинаковым счетно-
бесконечным ординальным числам?», — то ответ должен 
быть отрицательным; поскольку этот закон построения 
соответствия должен будет в некотором смысле обозна-
чить конструкцию определенных счетно-бесконечных 
ординальных чисел на каждом очередном месте элемен-
тарного ряда. Поэтому для каждого места сυ существует 
корректно определенное наибольшее счетно-бесконеч-
ное число αυ , конструкция которого определяется имен-
но этим местом; тогда также существует корректно опре-
деленное наибольшее счетно-бесконечное ординальное 

 
Если Г.Кантор интерпре-
тировал неупорядоченные 
последовательности в поль-
зу того, что их мощность 
больше мощности счетно-
бесконечного ординаль-
ного числа ω, то Брауэр 
(кстати, в соответствии с 
аксиомой Цермело) такие 
неупорядоченные после-
довательности интерпре-
тировал как подмножества 
счетно-бесконечного орди-
нального числа ω. Можно 
сказать, что любое «не-
счетное» множество Кан-
тора Брауэр представлял 
подмножеством счетного 
бесконечного множества. 
Хотя, чтобы избежать пу-
таницы с определением 
«несчетных множеств» 
по Кантору, позже Брауэр 
ввел для множеств другое 
понятие — «поток», кото-
рое больше подходит для 
описания интуитивной не-
прерывности времени. 

число αω , которое больше всех αυ  и которое таким обра-
зом не может быть превзойдено никаким другим орди-
нальным числом, задействованным в законе построения 
соответствия; а значит, мощность такого множества ор-
динальных чисел не может превысить 0א.    

Чтобы получать множества все большей мощности, 
формалисты определяют вместе с каждой мощностью μ 
«множество различных способов, которыми мжет быть 
проделан выбор мощности μ», после чего они доказыва-
ют, что мощность этого множества [«различных спосо-
бов»] больше μ. 

В частности, после того, как убедительно доказано, как 
для формалиста, так и для интуициониста, что возможно 
разными способами сформулировать законы, в соответ-
ствии с которыми функции действительной переменной, 
отличные друг от друга, будут поставлены в соответствие 
всем элементарным рядам цифр, но невозможно постро-
ить закон, по которому элементарные ряды цифр были 
бы поставлены в соответствие всем функциям одной 
действительной переменной и который бы гарантировал 
a priori, что две разные функции никогда не будут сопо-
ставлены одному и тому же элементарному ряду, форма-
лист заключает «мощность сʹ множества всех функций 
действительной переменной больше, чем мощность кон-
тинуума», — высказывание бессмысленное для интуи-
циониста; и аналогично тому, как он перешел от с к сʹ, он 
[формалист] переходит к еще большей мощности сʹʹ.

Второй метод, который используют формалисты, что-
бы получать множества все большей мощности, состоит 
в том, чтобы определить для каждой мощности μ, которая 
может служить мощностью ординальных чисел, «множе-
ство всех ординальных чисел мощности μ», а потом дока-
зать, что мощность этого множества больше μ. В частно-
сти, они обозначают через 2א мощность множества всех 
ординальных чисел с мощностью 0א и доказывают, что 
-Если и будет возможно переформули .0א больше, чем 2א

➢ 
Здесь повторяется тот же 
логический «прыжок», ко-
торый наблюдается в до-
казательстве несчетности 
множества действитель-
ных чисел Г.Кантора, когда 
на основании различного 
способа построения диа-
гонального числа y1 дела-
ется вывод, что его нельзя 
сопоставить пересчету на 
интервале [0, 1]. Но ничто 
не мешает включить y1 в 
подмножество пересчета 
на интервале [0, 1], так что 
оно будет соответствовать 
счетно-бесконечному орди-
нальному числу.  Упорство, 
с которым формалист стре-
мится получить новые бес-
конечные мощности, вы-
звано тем, что в анализе со 
времен Лейбница и Эйлера 
отброшено изучение бес-
конечно малых величин, 
поэтому формалист a priori 
работает с бесконечностью 
как с конечным множе-
ством.          
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ровать этот результат так, чтобы он стал осмысленным 
для интуициониста, то переформулировка в этом случае 
будет не такой простой, как в предыдущем.

То, что обсуждалось до этого момента, должно воспри-
ниматься как негативная часть теории мощностей мно-
жеств; для формалиста однако существует и позитив-
ная ее часть, которая зиждется на теореме Бернштейна: 
«Если множество А равномощно подмножеству в множе-
стве В, а В равномощно подмножеству в множестве А, 
то А и В равномощны», или, эквивалентная форма: «Если 
множество А = А1 + В1 + С1 равномощно А1, то оно также 
равномощно А1 + В1».

Теорема эта очевидна для счетных множеств. Если пла-
нируется сделать ее сколь-нибудь осмысленной для мно-
жеств большей мощности, для интуициониста ее придет-
ся переформулировать так: «Если возможно, во-первых, 
построить закон, определяющий взаимно-однозначное 
соответствие между математическими сущностями 
типов А и А1 ,  и во-вторых, построить закон, определя-
ющий взаимно-однозначное соответствие между мате-
матическими сущностями типов  А и А1 , В1 , С1, тогда 
на основе этих двух законов за конечное число операций 
можно определить третий закон, задающий взаимно-од-
нозначное соответствие между математическими сущ-
ностями типов А1 и А1 , В1»

Чтобы удостовериться в правомерности такой пере-
формулировки, мы цитируем доказательство:

«Из разделения А на А1 + В1 + С1  мы имеем, используя со-
ответствие γ1 между А и А1 , разделение А1 на А2 + В2 + С2 , 
а также взаимно-однозначное соответствие γ2 между А1 и 
А2. Из разделения А1 на А2 + В2 + С2  мы имеем, используя со-
ответствие γ2 между А1 и А2  разделение А2 на А3 + В3 + С3, 
а также взаимно-однозначное соответствие γ3 между А2 и 
А3. Бесконечное повторение такой процедуры приведет к 
разделению А на элементарный ряд подмножеств С1 ,С2 ,С3  
..., элементарный ряд подмножеств В1 ,В2 ,В3  ... и дополни-
тельное множество D. Соответствие γс между А и А1+ В1, 
которое является целью, получается, если определить его 

так: сопоставим каждому элементу Сυ элемент Сυ+1, а лю-
бому другому элементу А сопоставим его самого».

Для проверки этого доказательства на конкретном 
примере, возьмем в качестве А множество всех действи-
тельных чисел между 0 и 1, представленное бесконечны-
ми десятичными дробями, в качестве А1 — множество 
тех десятичных дробей, у которых для каждого n разряд 
(2n —1) равен (2n)-му разряду. Далее десятичные дро-
би, не вошедшие в  А1, будут считаться принадлежащи-
ми В1 или С1 в зависимости от того, возникает ли такое 
равенство соответствующих разрядов на бесконечном 
или конечном числе мест. Последовательно заменяя 
каждую цифру произвольного элемента А на пару таких 
же цифр, мы немедленно получаем определение взаим-
но-однозначного соответствия γ1 между А и А1, поскольку 
по элементу из А1, который соответствует произвольному 
корректно определенному элементу А, например,  π — 3, мы 
можем последовательно определить столько разрядов этого 
элемента, сколько пожелаем; поэтому он должен рассматри-
ваться как корректно определенный.

Чтобы определить теперь элемент, сопоставленный π — 3 
в соответствии с отображением γс, необходимо для начала 
решить, конечное или бесконечное число раз в десятичном 
представлении числа π — 3 встречаются разряды с нечет-
ными номерами, которые равны следующему за ними чет-
ному разряду; для этой цели нам необходимо придумать 
алгоритм построения элементарных рядов таких пар рав-
ных разрядов числа  π — 3, либо вывести противоречие из 
предположения о существовании таких элементарных ря-
дов. Однако нет никаких оснований полагать, что какая-то 
из этих задач может быть решена.

Вот мое представление фундаментальных разногласий, 
которые разделяют математический мир. По обе стороны 
от них есть выдающиеся математические школы, и возмож-
ность прийти к согласию за конечное время практически 
исключена. Говоря словами Пуанкаре: «Люди не понимают 
друг друга, потому что говорят на разных языках и не учат 
другие». 
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IN BREVI

Важнейший вклад в развитие идей 
интуиционизма был сделан выдаю-
щимся математиком и физиком ХХ 

века Германном Вейлем. Без его поддерж-
ки и разъяснений интуиционизм Брауэра 
остался бы, наверное, своеобразным «табу» 
для остального научного мира. 

Как заметил историк математики проф. 
А.П. Юшкевич, выполнивший перевод ряда 
философских статей Вейля на русский язык, 
более «полезно остановиться на статьях 
Вейля, а не главы интуиционистской школы 
Брауэра, потому что работы последнего доступны лишь 
очень ограниченному кругу читателей». Если Брауэр в 
своих работах практически не уделял внимания истории 
математики, а занимался в основном критикой современ-
ной ему школы формализма, то Вейль пытался охватить 
ход развития двух противостоящих в математике концеп-
ций (атомистической и континуально-непрерывной) с 
древнейших времен. 

Кроме того, для Германна Вейля математическая про-
блема континуума была, несомненно, связана с пробле-
мой физического вакуума, с физической теорией поля. 
Именно в континууме Брауэра, заданном не в виде точек, 
а в виде интервалов (длины волн) он усматривал перспек-
тивы дальнейшего развития фундаментальной науки. 

Сборник статей Вейля «О философии математики» (пе-
ревод А.П. Юшкевича, 1934) содержит три работы: «Со-
временное состояние проблемы познания в математике», 
«Философия математики и естествознания», а также «О 
новом кризисе основ математики». Эти работы местами 
дословно цитируют друг друга, а местами — существенно 
дополняют. Поэтому в журнальном формате уместно дать 
выборку из этих работ, позволяющую изложить их более 
компактно, хотя и в значительном сокращении. 

Г. Вейль

О философии
математики

Состояние проблемы 
(выборка из статьи «Cовременное состояние 

проблемы познания в математике») 

От Анаксагора до Дедекинда 

Математика — это наука о бесконечном. Вели-
ким достижением греков было преобразова-
ние полярной противоположности конечного 

и бесконечного в мощное и плодотворное орудие позна-
ния действительности. Интуиция бесконечного, спокой-
ное и не задающееся никакими вопросами признание 
его были присущи восточному миру. 

Но на Востоке эта интуиция оставалась лишь чисто аб-
страктным сознанием, равнодушно оставлявшим суще-
ствование рядом с собой неоформленного, необработан-
ного конкретного многообразия вещей. Это пришедшее 
с Востока религиозное чувство бесконечного άπειρον 
овладело греческой душой в предшествовавшую греко-
персидским войнам дионисо-орфическую эпоху. 

Греко-персидские войны и в этом отношении знаме-
новали собой разрыв Западного мира с Восточным. С 
этого момента указанная полярность и стремление к ее 
преодолению стали для греков движущим мотивом по-

Перевод А.П. Юшкевича:
Вейль Г. О философии математики. 

Москва-Ленинград, 1934.

➢ 
На самом деле Брауэра не 
переводили в Советском 
Союзе по другой причине: 
слишком уж была подозри-
тельна связь интуициониз-
ма с мышлением, чего было 
достаточно, чтобы записать 
Брауэра в список «мрако-
бесов-идеалистов». Брауэр 
критиковал и технический 
прогресс, который как на 
Западе, так и в СССР не-
избежно вел к глобальной 
экологической катастрофе. 
Материальные блага, кото-
рые общество извлекает из 
безудержной эксплуатации 
природных ресурсов, он 
сравнивал с «ребенком», ко-
торого избивает «отец». От 
того, что этот «ребенок» на-
ходится под воздействием 
«обезболивающих средств», 
нет никаких этических ос-
нований оправдывать изде-
вательства «отца». В наши 
дни мы бы сказали, что Бра-
уэр был одним из основате-
лей движения «зеленых». По 
этим идеологическим при-
чинам об интуиционизме в 
СССР узнавали в основном 
по работам Г.Вейля.  
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знания. Но всякий раз, когда, казалось, уже удавалось 
достигнуть желанного синтеза, старое противоречие 
возникало вновь и притом в еще более углубленном 
виде. Противоречие это определяло собою вплоть до на-
ших дней ход развития теоретического познания. 

Тот вид, в котором понятие бесконечности могло 
быть введено в науку, впервые был ему придан 
Анаксагором. В одном дошедшем до нас отрыв-

ке из его сочинений говорится: «В малом не существует 
наименьшего, но всегда имеется еще меньшее. Ибо то, 
что существует, не может исчезнуть, как бы далеко ни 
было продолжено деление». 

Речь здесь идет о пространстве или о теле; непрерыв-
ное, говорит Анаксагор, не может состоять из дискрет-
ных элементов, которые отделены друг от друга и как бы 
отрублены друг от друга ударами топора. Пространство 
бесконечно не только в том смысле, что в нем не имеется 
конца; оно кроме того в любом своем месте бесконечно, 
так сказать, во-внутрь, и точка в нем может быть опреде-
лена лишь путем бесконечного и от раза к разу все точ-
нее и точнее фиксирующего ее процесса деления. 

Это представление противоречит интуиции покоя-
щегося и законченного в себе бытия пространства. Для 
заполняющего его многообразия качеств пространство 
служит принципом их разграничения, впервые вооб-
ще создающим возможность существования различия 
в сфере качественного; однако пространство является 
не только принципом разграничения, но вместе с тем 
и принципом соприкосновения, непрерывной связи, в 
силу которой ни одна вещь не может быть отрублена от 
другой «как бы ударами топора». Математическое значе-
ние принципа бесконечности Анаксагора находит свое 
выражение в найденном им решнии «квадратуры кру-
га», именно — в доказательстве того, что площадь круга 
пропорциональна квадрату его радиуса. 

Против учения Анаксагора выступает строго 
атомистическая теория Демокрита. Один из ее 
аргументов, направленных против положения 

неограниченной делимости тел, гласит примерно следу-
ющее: «Говорят, что деление возможно, — хорошо, допу-
стим, что оно произведено. Говорят, что оно возможно 
in infinitum, — допустим, что и это осуществилось.  Что 
же останется тогда? Тела не останутся, ибо их можно 
было бы продолжать делить далее, и это означало бы, 
что разложение не было доведено до конца. Остаться мо-
гут только точки, а в таком случае тело должно было 
бы состоять из точек, что очевидно нелепо». 

В несколько ином виде заключающаяся в понятии не-
прерывности для мышления трудность выступает в из-
вестном парадоксе Зенона о состязании в беге между 
Ахиллесом и черепахой. Аристотель по этому поводу за-
мечает («Физика», гл. XVIII): «Когда непрерывную линию 
делят пополам, то одну точку принимают за две, ее де-
лают и началом одной половины и концом другой; однако 
когда производят деление таким образом, то ни линия, 
ни движение не остаются непрерывными... В непрерыв-
ном хотя и заключается бесконечно много половин, но 
только в возможности, а не в действительности». 

Известно, что эти антиномии, едва затронутые 
дальнейшим развитием математики, когда яс-
ность их понимания скорее уменьшилась, чем 

увеличилась, оказали свое влияние на новую филосо-
фию, сыграв решающую роль при закладке основ тео-
ретико-познавательного идеализма. Так, Лейбниц, — не 
говоря уже о мыслителях меньшего калибра вроде Бей-
ля, Коллье, — указывает, что именно стремление оты-
скать выход из «лабиринта непрерывного» впервые при-
вело его к представлению о пространстве и времени как 
порядках существования явлений. Еще в системе Канта 
антиномии эти занимают важное место в качестве обеих 
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первых антиномий чистого разума. К их содержанию мы 
возвратимся в последующем. 

В оперирующей идеальными пространственными 
образами абстрактной геометрии греков — в том 
виде, в каком она нам известна из «Начал» Эв-

клида, — возможна не только операция беспредельного 
деления пополам какого-либо отрезка а. Для нее также 
вместе с этим отрезком несомненно существуют и мо-
гут быть при помощи него получены путем построения 
и такие отрезки, которые относятся к а, как 5 к 3 или 
же как два любых натуральных числа m : n. С течени-
ем времени воспоследовало открытие иррациональных 
выражений, найдены были и такие пространственные 
величины (вроде стороны и диагонали квадрата), между 
которыми не существует рационального отношения, ко-
торые не имеют общей меры. Вместе с тем невозможной, 
очевидным образом, стала и атомистическая концепция 
пространства.

В «Диалогах» Платона ощущается то глубокое впечат-
ление, которое произвело это открытие на зарождающе-
еся научное сознание того времени. Общие основания 
найденного явления, независимо от специальных геоме-
трических построений, доставлявших вначале частные 
случаи иррациональности, вроде √2, были открыты Эв-
доксом. 

1. Вместо оказавшегося несостоятельным принци-
па соизмеримости он выставил следующую аксиому: 
если даны два произвольных отрезка а и b, то всегда 
можно столько раз (например n раз) присоединить а 
к самому себе, чтобы сумма отрезков па стала боль-
шей, чем b. Это означает, что все отрезки суть вели-
чины одного и того же порядка, что в континууме не 
существует ни актуально бесконечно большого, ни 
актуально бесконечно малого (ибо я называю отре-
зок а бесконечно малым по сравнению с отрезком b, 

 
Безусловно, открытие ир-
рациональных величин сы-
грало главную роль в раз-
витии системного кризиса 
античной науки. На самом 
деле многие отказывались 
признавать доказательство 
иррациональности диаго-
нали и стороны квадрата, 
что явилось одной из при-
чин Кротонского погрома.  
Дольше всех сопротив-
лялись введению несоиз-
меримых величин именно 
атомисты: с точки зрения 
атомистической математи-
ки несоизмеримых отрез-
ков быть не могло. Но, как 
верно заметил Соломон Лу-
рье, «доводы математиков 
идеалистического лагеря ка-
зались неопровержимыми, и 
математика атомистов 
быстро вышла из моды». 
Как раз тогда и возник фор-
мализм, черпающий  свою 
аргументацию «из практи-
ки уголовного судопроизвод-
ства» (С.Лурье. Архимед. 
1945. С.21-22). Но только, 
как показала дальнейшая 
история математики, это не 
спасло ее от новых потрясе-
ний и кризисов.

если любая сумма отрезков а, сколько бы их я ни взял, 
всегда остается меньше b. 

2. Если в общем случае нельзя характеризовать отно-
шения отрезков при помощи дробей типа 3/5, то каким 
образом возможно выразить это отношение? Эвдокс 
отвечает так: два отношения величин отрезков а:b, а’:b’ 
равны между собою в том случае, если произвольные на-
туральные числа m и n, удовлетворяющие условиям, на-
писанным в первой строке нижеследующих неравенств, 
всегда удовлетворяют также условиям, выставленным во 
второй строке: 

na > mb                      na = mb                       na < mb
na’ > mb’                    na’ = mb’                     na’ < mb’

Если теперь мы назовем отношение отрезков а : b = α 
численной мерой (Masszahl) или же вещественным чис-
лом, то, очевидно, последнее характеризуется тем се-
чением, которое оно производит в области рациональ-
ных чисел, т. е. разделением всей совокупности дробей 
— на три класса, таких, что дроби класса (I) все меньше 
α, класса (II) — равны α, a класса (III) — больше чем α. 
Средний класс (II) при этом либо пуст, либо же содержит 
одну единственную дробь. 

На этом же фундаменте было воздвигнуто и учение о про-
порциях Эвклида, а Архимед обосновал на нем свой общий 
метод исчерпывания. Так начала развиваться, не заботясь 
о философских противоречиях, остроумно задуманная и 
разработанная, нигде не допускающая логических скачков и 
противоречий математическая теория континуума. 

Исчисление бесконечно малых нового време-
ни, преобразованное Лейбницем и Ньюто-
ном в мощное орудие для изучения природы, 

не могло со стороны логической своей строгости итти в 
сравнение с греческой теорией континуума. Зато значи-

(I) (II) (III)
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тельно обширнее оказалась ныне область подлежащих 
его ведению проблем. Теперь речь стала итти уже об ис-
следовании любых непрерывных форм и процессов, в 
особенности же процессов движения. Страстная воля к 
действительности превалирует в эпоху нашей культуры 
над прозорливым греческим ratio. 

Если в свое время Эвдокс в строго сформулированной 
аксиоме отбросил понятие бесконечно малого, то теперь 
как раз наоборот, именно это расплывчатое и полное 
непостижимой загадочности представление положено 
было в основание нового исчисления.1 Правда, осново-
положники его Ньютон и Лейбниц довольно ясно вы-
разили ту правильную идею, что речь идет не о закон-
ченном бесконечно малом, а о предельном переходе к 
нулю, но эта точка зрения не являлась первенствующей 
в общем ходе их мыслей, и они, очевидно, не знали, что 
выполнение перехода к пределу не только требует опре-
деления значения предела, но обязано также в первую 
очередь гарантировать его существование. 

По отношению к Ньютону дело объясняется тем, что 
в случае движения конкретный процесс его заключает в 
себе, по мнению Ньютона, в качестве момента скорость 
до всякого математического анализа. Что касается Лейб-
ница, то взгляды его были затемнены тем ложным ме-
тафизическим представлением, будто бесконечно малое 
должно иметь место не в качестве чего-то действительно 
существующего, а только как чисто логическое основа-
ние. 

И среди преемников Ньютона и Лейбница господство-
вал в общем тот взгляд, что бесконечно малые величины, 
бесконечно близкие точки на кривых и т. п. действитель-
но существуют. С бесконечными рядами оперировали, не 
обращая внимания на вопрос об их сходимости. И хотя 
при этом все-таки ощущались некоторые затруднения и 

1 «Непостижимые загадки математики» —любимое выра-
жение начала XVIII столетия. 

 
Исчисление бесконечно ма-
лых стало вторым крупным 
потрясением основ мате-
матики после возникнове-
ния в античности теории 
несоизмеримых отрезков. 
Разногласия Ньютона и 
Лейбница вокруг истолко-
ваний дифференциального 
исчисления были связаны 
опять же с различными 
интуитивными представ-
лениями. Если Ньютон 
пытался следовать Евдоксу, 
то Лейбниц склонялся к не-
делимым в пределе беско-
нечно малым величинам. 
Подход Лейбница, как из-
вестно, возобладал и по-
зволил спустя два столетия 
утвердиться в правах тео-
рии множеств Г.Кантора и 
концепции формализма. 

то в одном, то в другом пункте возникали неразрешимые 
противоречия, но что все это означало по сравнению с 
грандиозными успехами анализа и базирующегося на 
нем математического естествознания: «Allez en avant et 
la foi  vous viendra».2 Лишь крайне медленно развилась 
более осторожная теория пределов; только в начале XIX 
века Коши удалось последовательное проведение ее и 
растворение застывшего бытия бесконечно малых вели-
чин в процессе перехода к пределу. 

В новейших аксиоматических изысканиях в обла-
сти арифметики и геометрии были построены 
разнообразные числовые системы, в которых ак-

сиома Эвдокса не выполнена. Таким образом оказалось 
вполне возможно выработать такую четкую и свобод-
ную от противоречий систему арифметики, в которой 
имелись бы величины различных порядков. Но вместе 
с тем очевидно, что подобная арифметика была бы со-
вершенно непригодна для анализа, ибо суть исчисления 
бесконечно малых заключается ведь в том, что на осно-
вании подчиненных известным элементарным законам 
отношений в области бесконечно малых величин позна-
ют при помощи интегрирования отношения, существу-
ющие в области величин конечных. 

Если же мы станем в анализе рассматривать бесконеч-
но малые не с точки зрения процесса перехода к пределу, 
то процессы в области конечного и бесконечно малого 
становятся тогда совершенно чуждыми, независимыми 
друг от друга, и связующая их цепь оказывается разом-
кнутой. Взгляды Эвдокса в данном вопросе были несо-
мненно правильными. 

И нам кажется просто смешным, когда еще и теперь, 
в самое последнее время, «марбургская школа» (ср., на-
пример, книгу Наторпа „Logische Grundlagen der exakten 
Wissenschaften», 2-е изд., Лейпциг 1922) продолжает от-

2 Слова Даламбера «Идите вперед, и уверенность придет»).
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стаивать противоположную точку зрения (разумеется, 
даже не пытаясь доказать на ее основании хотя бы про-
стейшие теоремы анализа). 

В одном пункте, однако, оказалось необходимым пой-
ти дальше Эвдокса. Согласно греческому ученому веще-
ственное число определяется как отношение двух задан-
ных отрезков. Они определяют собою первоначально 
некоторое сечение в области рациональных чисел, ко-
торое и характеризует это отношение с арифметической 
стороны. Так, например, для √2, отношения между диа-
гональю и стороной квадрата, множество (I) состоит из 
всех дребей r, произведение которых на самое себя r • r 
< 2, множество (III) — из всех тех дробей, для которых 
r • r > 2, множество же (II) оказывается пустым.

Но мы верим также в существование и такого числа 
как 3√2, разрешающего делийскую задачу об удвоении 
куба. Действительно, при непрерывном увеличении ре-
бра куба от 1 до 2 м его объем непрерывно возрастает от 
1 м3 до 8 м3; ясно, что при некоторой определенной длине 
ребра объем должен принять промежуточное значение 
2  м3. Однако в эвклидовой системе геометрии (т. е. поль-
зуясь линейкой и циркулем) нельзя построить отрезок, 
находящийся в отношении 3√2 к другому, заданному нам 
отрезку. Впрочем, заключения, подобно вышеприведен-
ному опирающиеся на принцип непрерывности, вообще 
лишены надлежащего обоснования и у Эвклида.

На это обстоятельство обратил внимание еще Лейбниц в 
связи с первым же встречающимся у Эвклида построением 
равностороннего треугольника ABC. В этом построении из 
точки A, как из центра, описывается окружность, проходя-
щая через точку В, а из точки В —окружность, проходящая 
через точку A, причем, однако, не доказывается, что эти 
окружности имеют общую точку С. 

Приведем еще один пример. Впишем в окружность ди-
аметра 1 и опишем вокруг нее вписанные и описанные 
6-, 12-, 24-,... угольники; периметры е1, е2, е3... и, соответ-

 
С этой проблемой стол-
кнулся Дедекинд, т.к. √2 . 
√2 дает иррациональную 
дробь, хотя формально эту 
дробь принято приравни-
вать числу 2. Между тем, 
строгих оснований для 
такого равенства как не 
было, так и нет в стандарт-
ной арифметике. Однако из 
представлений о свободно 
становящемся континууме 
можно находить необходи-
мые для подобных случаев 
конечные интервалы. 

 
Строго говоря, даже диа-
гональ, находящаяся к сто-
роне квадрата в отношении 
√2 к 1, не может быть по-
строена с помощью цирку-
ля и линейки, потому что 
требует учета бесконечно 
малых величин, образую-
щих необходимый предел. 
Операции с циркулем и 
линейкой —  иллюзорны 
в том смысле, что они не 
объясняют, за счет чего 
достигается интуитивное 
равенство двух  фигур или 
отрезков. Однако привыч-
ка полностью доверять ил-
люзорным операциям до 
сих пор продолжает жить 
в концепции формализма.

ственно, u1, u2, u3... этих многоугольников  можно нане-
сти в виде отрезков на горизонтальную прямую, откла-
дывая все отрезки от общей начальной точки О, хотя бы 
слева направо. Конечные точки отрезков образуют тог-
да две точечные последовательности на нашей прямой, 
именно последовательности Е1, Е2, Е3...; U1, U2, U3... Все 
точки Е лежат слева от всех точек U. Точка Еn при возрас-
тании индекса n отодвигается все дальше направо, точка 
Un — налево, и расстояние EnUn в конце концов стано-
вится безгранично малым. Но откуда мы знаем, что су-
ществует такая точка π, относительно которой все точки 
Е расположены слева, а все точки U справа? А ведь как 
раз это-то и нужно нам знать для того, чтобы определить 
число π как числовую меру отношения отрезков!

Следует понять, что подобное число π не является за-
данным самим по себе, оно порождается впервые беско-
нечным процессом построения двух стремящихся одна 
к другой числовых последовательностей  е1, е2, е3... и 
u1, u2, u3... Другими словами, если желать определить ве-
щественное число по Эвдоксу при помощи сечения, ко-
торое оно производит в области рациональных чисел, 
следует сказать: любое произвольно заданное сечение в 
области рациональных чисел, т. е. каждое, каким угод-
но образом осуществленное, распределение всех раци-
ональных чисел на три класса (I), (II), (III), определяет 
собою вещественное число. При этом должны быть со-
блюдены только следующие условия: ни класс (I), ни 
класс (III) не пусты, в классе (II) содержится самое боль-
шее одна дробь, в (I) не существует наибольшей, а в (III) 
наименьшей дроби, всякое число класса (I) меньше всех 
дробей классов (II) и (III), всякое число класса (III) боль-
ше чисел классов (I) и (II). 

Вместе с этим анализ становится независимым от гео-
метрии; только теперь он оказывается пригодным для 
изучения непрерывности и уже сам, в свою очередь, пре-
доставляет в распоряжение геометрии средства, позво-
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ляющие ей строго обосновать все молчаливо обходимые 
Эвклидом умозаключения, опирающиеся на понятие не-
прерывности. 

***

В системе математики имеются два обнаженных пун-
кта, в которых она, может быть, соприкасается со 
сферой непостижимого. Это именно принцип по-

строения ряда натуральных чисел и понятие континуума. 
Все остальное: переход от натуральных чисел к отрицатель-
ным и дробным, так же как и введение мнимых и гиперком-
плексных величин, представляет собою задачу формальной 
логики, не таящую в себе уже никаких трудностей и загадок; 
мистическая дымка, долгое время обволакивавшая мнимые 
величины, окончательно рассеялась. Теория множеств на-
деется и в этих двух пунктах возвести прочную плотину и 
запрудить поток бесконечного, грозящий затопить в своем 
течении наш дух. 

Но «задули теплые ветры», и, как выражается Ницше, те-
перь все снова «в течении». На крайних, уже теряющихся 
в тумане, границах теории множеств обнаружилось вскоре 
несколько трещин и объявились бьющие в глаза противо-
речия; однако это, казалось, ни в коей мере не угрожало ос-
новной, центральной области математики.

Антиномии теории множеств составлены в том же, на-
поминающем собою античный парадокс о лгущем кри-
тянина, духе. Проще других одна из них, предложенная 
Расселом. В ней дело идет о «множестве М всех множеств, 
не содержащих себя самих в качестве своего элемента». 
Правда, вначале вообще представляется нелепой даже 
мысль о возможности того, чтобы множество содержало 
само себя в качестве элемента, но множество всех вещей 
(о котором говорить допустимо, поскольку любая вещь 
либо принадлежит к нему, либо нет) тотчас же доставля-
ет нам пример подобного множества. 

Теперь спрашивается, содержит ли себя в качестве 
своего элемента или же нет расселево множество M? 

Если оно не содержит себя в качестве элемента, то оно 
принадлежит к числу тех множеств, которые, согласно 
определению М, являются элементами М; если же оно 
содержится в М, то оно, подобно всем элементам М, ока-
зывается множеством, не содержащим себя самого в ка-
честве своего элемента. 

Таким образом, каждое из обоих допущений имеет сво-
им следствием другое, противоположное. С точки зре-
ния своего построения антиномия эта разрешается ана-
логично ришаровой. «Порочный круг» (circulus vitiosus) 
разрывается, как только мы безуспешно возьмемся за 
построение наименьшего из множеств, составленного 
по данному принципу. Но антиномия эта также показы-
вает, что нельзя допустить существования некоей опре-
деленной в себе и замкнутой совокупности всех возмож-
ных множеств натуральных чисел или всех возможных 
свойств натуральных чисел.

Не всякое «определенное по содержанию», т. е. точно и 
однозначно установленное понятие, является объемно-
определенным; в частности это относится к понятию 
«свойство натуральных чисел».

Интуиционистская математика Брауэра 

Ледяной покров, однако, разбился вдребезги, и 
вскоре момент текучести стал полновластным 
господином над неизменностью. Брауэр по-

строил строгую математическую теорию континуума, 
рассматривающую последний не как некое застывшее 
бытие, но как среду свободного становления. Это собы-
тие является достижением величайшего теоретико-по-
знавательного значения.3 

3 Brouwer, Intuitionism and Formalism, Bull, of Americ. Mathem. 
Society, 20, 1913; Begründung der Mengenlehre unabhangig vom 
logischen Satz vom ausgeschlossenen Dritten, Verhandel. d. K. 
Akad. van Wetensch. Amsterdam 1918, 1919; Weyl, Über die neue 

 
Кроме того, к этим двум 
пунктам можно добавить 
и третий — понятие от-
ношения величин. Именно 
принцип относительно-
сти величин (например, 
бесконечно малых и конеч-
ных, рациональных и ирра-
циональных) до сих пор не 
позволяет сформировать 
приемлемое для всех пред-
ставление о непрерывном 
континууме. Здесь на по-
мощь математике вполне 
могла бы прийти физика, 
решившая проблему от-
носительности введением 
предельной скорости света. 
Очевидно, и в математике 
достижение сходимости 
пределов зависит от особой 
конечной величины, при 
которой разница (проме-
жуток между величинами) 
перестает зависеть от их 
направления. Подобным 
образом при достижении 
скорости света перестает 
ощущаться разница в на-
правлении движения инер-
циальных систем: к скоро-
сти света не прибавляется 
скорость сближающегося 
объекта и не вычитается 
скорость удаляющегося 
объекта. Частица света и 
есть предел сходимости 
величин в физической ре-
альности, но формализм 
всячески отвергает изо-
морфизм идей математики 
и естествознания.       



3534

В первую очередь Брауэр в своей логической критике 
вышел за пределы, установленные Расселом; для него вы-
ражения «все» и «существует» оказываются уязвимыми 
не только при применении их к совокупности подмно-
жеств бесконечного множества, но уже при применении 
к самым элементам бесконечного множества. 

Пусть Е представляет собою определенное свойство 
натуральных чисел, причем допустим, что для каждого 
заданного числа u можно установить присуще ему или 
нет это свойство Е. Мнение, будто самим по себе опре-
деленным является факт существования или же не-
существозания числа, обладающего свойством Е, опи-
рается исключительно на следующее представление: 
полагают именно, будто числа 1, 2, 3... можно рассмотреть 
все одно за другим по отношению к свойству Е; если при 
этом рассмотрении попадется число, обладающее свой-
ством Е, то исследование ряда можно будет закончить и 
ответить утвердительно; если же конец рассмотрению не 
придет, т. е. если по окончании почленного рассмотре-
ния бесконечного ряда чисел окажется, что число рода Е 
не встретилось, то ответ будет отрицательным. 

Такое представление о законченном почленном иссле-
довании бесконечного ряда лишено, однако, какого-ли-
бо смысла, ибо в самом существе бесконечного коренит-
ся его неисчерпаемость. Общие суждения о числе можно 
получить только в результате исследования сущности 
числа, а не в результате исследования отдельных чисел. 
Только действительное указание на вполне определен-
ное число, обладающее свойством Е, может служить ос-
нованием для утвердительного ответа; с другой стороны, 

Grundhgenkrise der Mathematik, Math. Zeitschr., т. 10, 1921; ср. 
также О. Becker, Beiträge zur phänomenologischen Begründung 
der Geometrie und ihrer physikalischen Anwendungen, Husserls 
Jahrbuch für Philosophie, т. 6, в особенности стр. 393—433 и 
философские рассмотрения пределов и идеальных образов, 
стр. 459—478. 

так как я не в состоянии исследовать все числа, то только 
знание того, что число по существу своему должно обла-
дать свойством non-Е, является основанием для отрица-
тельного ответа. Сам Господь Бог не располагает иными 
средствами для решения вопроса. Но обе эти альтерна-
тивы вовсе не противостоят друг другу как утверждение 
и отрицание; ни отрицание, одной, ни отрицание другой 
не имеет реального смысла.4 

В нашей душе против этого интуиционизма со всею 
силой восстает абсолютистская мысль: ведь если 
я пробегаю ряд и уславливаюсь прекратить иссле-

дование в том случае, если я встречу число, обладающее 
свойством Е, то мне либо придется закончить свое иссле-
дование либо же нет, это так или это не так, безо всяких 
сомнений и колебаний и безо всякой третьей альтерна-
тивы. 

К подобного рода вещам не следует подходить извне, 
здесь необходима внутренняя концентрация духа, необ-
ходимо бороться за «видение», за очевидность. Вот како-
во, полагаю я, решение вопроса.5 

Экзистенциальное суждение — как например: «суще-
ствует четное число» — вообще не является суждени-
ем в собственном смысле этого слова, устанавливающим 
некоторое фактическое обстояние; экзистенциальные 
обстояния — это пустая выдумка логиков. Предложение  
«два — четное число» — вот настоящее, выражающее 
определенное фактическое обстояние суждение, пред-
ложение же «существует четное число» является лишь 

4 Аналогичные мысли высказывал уже Л. Кронекер, но он не 
пошел, как это сделал Брауэр, дальше чистой критики и не 
приступил к созданию новых  теоретических построений. 
5 Излагаемая здесь концепция не представляет собою точной 
передачи воззрений Брауэра, а является изложением той точ-
ки зрения, которая представляется мне наиболее естествен-
ной с тех пор, как я усвоил его идеи. 

➢ 
Так, в теореме Гиппаса, до-
казывающей несоизмери-
мость диагонали квадрата, 
делается экзистенциальное 
заключение, что оба числа 
в отношении m/n при бес-
конечном переборе каждо-
го m и n, могут оказаться 
четными, т.е. содержащи-
ми свойство Е. Разумеется, 
если перебор каждого m и 
n бесконечен, ничто не ме-
шает получить два четных 
числа, но это еще не может 
быть доказательством того, 
что другое построение от-
ношения m/n в принципе 
невозможно. Получение 
неопределенного, фиктив-
ного «четного числа» ниче-
го еще не доказывает. 
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вытекающей из этого суждения абстракцией суждения 
(Urteilsabstrakt).

Если представить себе познание как драгоценное со-
кровище, то абстракция суждения — это всего-навсего 
лист бумаги, указывающий на наличие этого сокровища, 
но нe дающий нам сведений относительно того, в ка-
ком месте оно обретается. Единственная ценность этого 
листа бумаги может состоять только в том, что он по-
буждает меня заняться поисками сокровища. Бумага эта 
лишена всякой цены, пока я не реализую какое-нибудь 
прикрытое ею действительное суждение, кяк, например, 
«2 — четное число». 

Теперь мы вновь обретаем нашу свободу по отно-
шению к числовым последовательностям и чис-
ловым множествам. На вопрос «существует или 

нет последовательность такого-то рода» мы уже более 
не пытаемся добиться определенного в себе утверди-
тельного или отрицательного ответа, растягивая после-
довательности — в дальнейшем я говорю только о них 
— на прокрустовом ложе конструктивных принципов. 
Если нам удалось построить каким-либо образом закон, 
определяющий последовательность до бесконечности, 
то мы вправе утверждать, что такой закон существует. О 
возможности построения здесь нет речи. 

Нет! Только в том случае, когда построение уже осу-
ществлено на деле, доказательство проведено, мы вы-
ставляем подобное экзистенциальное суждение.

В многочисленных математических теоремах о суще-
ствовании главную ценность представляет собой не 
сама теорема, а используемое при ее доказательстве по-
строение, без которого теорема оказывается лишенной 
какой бы то ни было ценности тенью. Отрицательное 
суждение, утверждающее, что закона указанного рода Е 
не существует, естественным образом при этом лишает-
ся всякого смысла. Но здесь как раз выступает на сцену 

вторая важнейшая идея Брауэра. Дело в том, что если мы 
нашему отрицательному суждению придаем форму по-
ложительного суждения и говорим, что «всякая последо-
вательность обладает свойством non-E», то тем самым 
другой смысл приобретает понятие последовательности, 
и под этим словом мы понимаем уже не после дователь-
ность, определяемую каким-либо закономерным обра-
зом, а последовательность, возникающую раз за разом, в 
результате актов свободного выбора, т. е. последователь-
ность, которую можно рассматривать только как стано-
вящуюся. 

Так, в качестве первого члена последовательности я 
могу выбрать любое произвольное число, например 13, 
затем в качестве второго члена я опять-таки по произ-
волу могу выставить хотя бы число 102 и так далее и ут-
верждаю, что, какими бы ни оказались эти акты выбора, 
возникающая последовательность постоянно будет об-
ладать свойством non-E. 

Но, разумеется, в случае свободно становящейся по-
следовательности имеет смысл говорить лишь о таких 
ее свойствах, относительно которых уже имеется утвер-
дительный или отрицательный ответ (на вопрос о том, 
присуще ли свойство последовательности или нет), когда 
дойдешь до определенного пункта этой последовательно-
сти, причем дальнейшее развертывание последователь-
ности, как бы оно ни происходило, уже не в состоянии 
изменить нашего ответа. Так, например, можно задаться 
вопросом, находится ли на 4-м месте какой-либо свобод-
но становящейся последовательности простое число или 
нет, но ни в коем случае нельзя спрашивать, отличны ли 
от 1 все ее члены. Применять математические действия 
к свободно становящимся последовательностям вполне 
возможно, это очевидно уже из того, что между ними 
можно устанавливать некоторые сопряжения. 

Так, например, формула  
nh = m1 + m2 + ... + mh 
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выражает собою закон, по которому свободно стано-
вящаяся последовательность m1, m2, m3... порождает 
становящуюся числовую последовательность n1, n2, n3..., 
развертывающуюся одновременно с нею шаг за шагом. В 
случае числовых последовательностей, согласно нашему 
изложению, суждения «существует» или «не существу-
ет» еще в меньшей степени, чем в случае самих чисел, 
противостоят друг другу как исключающие какую бы то 
ни было иную альтернативу, кроме утверждения и отри-
цания.

Выражение «существует» приковывает нас к бытию и 
закону, выражение же «каждый» вводит нас в сферу сво-
боды и становления. Вещественное число должно быть 
теперь определено уже не как множество, а как бесконеч-
ная последовательность заключающихся одни в других 
рациональных интервалов, длины которых стремятся к 
нулю. При этом для приближения h-й ступени удобно 
пользоваться h-членной двоичной дробью и в качестве 
инлервалов использовать интервалы формы 

где m принимает все целочисленные значения, ибо эти 
интервалы образуют между собой такую систему взаим-
ных пересечений, что дkя любого, заданного только при-
ближенно, однако с достаточно большим приближени-
ем, числа можно наверняка указать на тот интервал h-го 
порядка, в котором онз заключается. Отдельная, опре-
деленная вплоть до бесконечности при помощи какого-
либо закона, последовательность интервалов определяет 
собою отдельное же вещественное число, а свободная 
становящаяся последовательность интервалов опреде-
ляет собою континуум. 

Два вещественные числа α, β совпадают, если iα 
(n), n-ый 

интервал последовательности α, и iβ 
(n), n-ый  интервал 

последовательности β, целиком или частично перекры-

ваются для любого значения n; эти числа различны, если 
существует такое натуральное число n, при котором ин-
тервалы iα 

(n) и iβ 
(n) лежат раздельно друг от друга. Со-

гласно Брауэру, однако, эти две возможности вовсе не 
образуют собою полной альтернативы.

Эго представление прекрасно согласуется со свойства-
ми континуума, данного нам в нашей интуиции, ибо в 
нем раздельность двух мест переходит при их сближе-
нии в неотличимость, так сказать, постепенно, через це-
лый ряд расплывчатых промежуточных стадий. 

В континууме, по Брауэру, существуют только не-
прерывные функции. Континуум нельзя соста-
вить из отдельных частей. Так, я могу выделить 

из континуума вещественных чисел подконтинуум по-
ложительных чисел, использовав при построении интер-
валов и их последовательностей только положительные 
двоичные дроби, но ошибочно представление, будто весь 
континуум состоит из положительных, отрицательных 
и совпадающих с 0 чисел — состоит из них в том смыс-
ле, что каждое число должно принадлежать к одному из 
этих трех континуумов. 

Та мысль, которая выражена в приведенной цитате из 
Аристотеля, находит здесь себе гораздо более точное вы-
ражение. Вновь обретает силу старый принцип, гласив-
ший, что «нельзя разделить то, что не является само по 
себе разделенным» (Гассенди). Еще Демокрит совершенно 
справедливо указывал, что, если я могу сломать палку, 
то, значит, она и раньше не составляла некоего целого; 
неизбежным следствием отсюда является строжайшая 
атомистика. Поэтому все теории естествознания, в ко-
торых последовательно проводятся принцип непрерыв-
ности, как, например, современная теория поля, воз-
вращаются к той точке зрения, что образующая палку 
континуальная реальность и после разлома ее сплошь 
заполняет пространство.

➢ 
Классическую математику 
и математику интуицио-
низма можно рассматри-
вать как развертывание 
в историческом процессе 
классической и реляти-
вистской физики. Объекты 
классической математики 
мыслятся как существую-
щие в неизменном, абсо-
лютном пространстве, как 
мыслились все физические 
объекты в механицизме. 
Однако с открытием не-
евклидовых геометрий и с 
обнаружением парадоксов 
теории множеств стало 
очевидно, что бесконечно 
малые величины образу-
ют непрерывность в осо-
бой динамической среде 
(поле), на которую не рас-
пространяются привыч-
ные законы. Это открытие 
можно уподобить откры-
тию волновых эффектов 
в электродинамике с воз-
никновением теории отно-
сительности в физике. Го-
сподствующий в наши дни 
формализм — это ни что 
иное как попытка приме-
нять классические законы 
к той области, где они уже 
не могут быть применимы.        



40 41

И если бы, в соответствии с парадоксом Зенона, от-
резок длины 1 можно было составить из бесконечного 
количества отрезков длины 1/2, 1/4, 1/8..., взятых каж-
дый как отдельное целое, то непонятно, почему какая-
нибудь машина, способная пройти эти бесконечно мно-
гие отрезки в конечное время, не могла бы совершить в 
конечное время бесконечное множество актов решения, 
давая, скажем, первый результат через 1/2 минуты, вто-
рой— через 1/4 минуты после этого, третий — через 1/8 
минуты после второго и т. д. Таким образом оказалось 
бы возможным в противоречие с самой сущностью бес-
конечного чисто механическим путем рассмотреть весь 
ряд натуральных чисел и полностью разрешить все соот-
ветствующие экзистенциальные проблемы. 

С точки зрения нашей интуиции против теории 
Брауэра можно выставить еще то возражение, 
что она не преодолевает дискретное до конца, 

поскольку она при помощи рациональных чисел уста-
навливает в континууме совершенно точные границы. 
Но следует иметь в виду, что тот числовой остов, на ко-
тором покоится выделение «двоичных интервалов», ни 
на одной стадии процесса образования интервалов не 
является метрически точно фиксированным, напротив, 
точки, служившие разделительными пунктами на более 
ранних стадиях процесса, все более и более уточняются 
при его продолжении. 

Исходным пунктом математики является ряд натураль-
ных чисел, т. е. закон 0א, порождающий из ничего первое 
число 1 и изо всякого уже заданного числа — число, непо-
средственно за ним следующее. Математические теоре-
мы частью относятся ко всей совокупности натуральных 
чисел, частью же ко всей совокупности возникающих в 
результате актов свободного выбора становящихся по-
следовательностей натуральных чисел. Они относятся, 
следовательно, частью к простирающейся в бесконеч-

 
Здесь Германн Вейль, по 
сути, указывает на суще-
ствование двух интуиций, 
лежащих в основе созна-
ния и направляющих ход 
научной мысли, будь то 
физика или математика. 
Это интуиция дискретного 
и интуиция непрерывного 
(левополушарное и право-
полушарное мышление). 
Причем и та, и другая ин-
туиция необходима для 
нахождения истинного со-
держания. 

ность и порождаемой беспредельным развертыванием 
управляемого в своем развитии законом 0א ряда нату-
ральных чисел возможности, частью же к заложенной в 
самой сущности становящейся числовой последователь-
ности бесконечной свободе все новых и новых ничем не 
детерминированных актов выбора, которая способна на 
каждом шагу остановить на произвольном месте начи-
нающийся сызнова процесс развития ряда натуральных 
чисел. 

В природе самого дела заложено, что то узрение 
сущности, из которого проистекают общие тео-
ремы, всегда основывается на полной индукции, 

на изначальной математической интуиции. Применение 
математики в науках о действительном мире, особенно 
в физике, в конечном счете также выражает собой тот 
факт, что мы в состоянии дать теоретическое изображе-
ние бытия исключительно на фоне возможного.6 Пример 
— пустое пространство как среда возможных простран-
ственных коинциденций. Математика не является ока-
менелой и приносящей с собой окаменение схемой, как 
это часто думают профаны, нет, здесь мы находимся как 
раз в том узловом пересечении необходимости и свобо-
ды, которое составляет сущность самого человека. 

В изложении Брауэра математика приобретает мак-
симальную интуитивную ясность, учение его является 
продуманным до самого конца математическим иде-
ализмом. Но математик со скорбью смотрит на то, как 
словно туман расплывается большая часть его высоко 
вознесшихся теорий. 

6 Некоторые замечания об этом имеются у Boscovich, Theoria 
philosophica naturalis (Венеция 1763); вопрос о том, как может 
зависеть состояние реальной материи от чего-то исключи-
тельно «возможного», рассматривается также в рассуждениях 
Эйлера об абсолютном пространстве. 

 
В качестве «Ничто» здесь 
выступает не абсолютно 
пустое пространство фор-
малистов, а как раз запол-
няющая это пространство 
(кажущееся с точки зрения 
привычных объектов «пу-
стым») текучая контину-
альная реальность.  

➢ 
Пожалуй, именно так Вейль 
и представлял себе случай-
ные флуктуации физиче-
ского вакуума, способного 
порождать материальные 
частицы и тела, способ-
ные к движению. При этом 
способность человека про-
изводить сознательные 
движения, отличающиеся 
сложностью и, порой, аб-
сурдностью с точки зрения 
рассудочной логики, может 
быть лучше всего отражает 
способность континуума к 
свободному становлению. 
Так между способностями 
сознания и способностями 
континуальной реальности 
устанавливается общность, 
которую мы не можем на-
блюдать с такой же очевид-
ностью в неодушевленной 
материи.   
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Континуум как среда 
свободного становления 

(выборка из статьи «О новом кризисе основ математики») 

Обычно полагают, что антиномии теории мно-
жеств свойственны только отдаленнейшим об-
ластям математического мира и никоим обра-

зом не угрожают внутренней прочности и безопасности 
самой математики, собственному ядру ее. 

Однако почти все разъяснения, данные относительно 
этих антиномий авторитетными лицами (с целью опро-
вергнуть их существование или сгладить их), непохожи 
вовсе на убеждения, возникшие из совершенно непре-
одолимой и бесспорной очевидности, они относятся к 
тем полуискренним попыткам самообмана, которые так 
часто встречаются в сфере политики и философии. 

Действительно, всякое серьезное и искреннее размыш-
ление должно убедить нас, что указанные противоре-
чия в пограничных частях математики следует рассма-
тривать как симптомы некоторого неблагополучия всей 
этой науки, в противоречиях этих открыто выступает то, 
что скрывается внешне блестящим и крепким видом ма-
тематического здания, — выступает именно внутренняя 
непрочность фундамента, на котором покоится вся по-
стройка. 

Я знаю только две попытки вырвать зло с корнем. Ав-
тором первой является Брауэр. Уже в 1907 г. им были 
высказаны некоторые идеи, намечающие общее на-
правление задуманной им реформы теории множеств 
и анализа, но лишь в последние годы из этих идей была 
создана Брауэром цельная последовательная система. 
Кроме того, независимо от Брауэра я в 1918 г. в сочине-
нии «Континуум» изложил давно задуманные мной мыс-
ли о новом обосновании анализа.7 

7 Weyl H. Das Kontinuum, 1919.

 
Такую точку зрения, что 
парадоксы не наносят ма-
тематике никакого суще-
ственного урона, а только 
обогащают ее новыми ре-
зультатами, можно найти 
в «Историческом очерке» 
Н.Бурбаки. Когда К.Гедель 
обнаружил, что доказать 
непротиворечивость осно-
ваний математики невоз-
можно, а можно доказать 
лишь существование про-
тиворечий, формалисты 
сменили требование «сво-
боды от противоречий» на 
констатацию отсутствия 
противоречий, даже если 
это не доказано (Бурбаки 
Н. Теория множеств. 1965. 
С342). Насколько далеко 
от истины может завести 
такой подход, думается, 
каждый способен оценить 
самостоятельно. А ведь на 
нем теперь и базируется 
т.н. «современная мате-
матика»: требование не-
противоречивости стало 
в ней необязательным и 
даже «вредным», заслужи-
вающим осуждения.    

Основные идеи интуиционизма

Мы снова вернемся к основоначалам, но на этот раз бу-
дем исходить из несколько иного представления о веще-
ственном числе, лучше выражающего его сущность. Если 
некоторое вещественное число α известно до h-того де-
сятичного знака с ошибкой, меньшей чем ± 1 h-того зна-
ка, то тем самым число α оказывается расположенным 
внутри интервала, простирающегося от числа

                                        до числа                    ,

где m есть определенное целое число. Если мы заменим 
ради математической простоты десятичные дроби дро-
бями двоичными, то в основу определения веществен-
ных чисел мы положим «двоичные интервалы» вида 

                                                                       ,

в которых m и h суть любые целые числа. В частности, 
написанный здесь интервал есть интервал в h-той сту-
пени. Двоичные интервалы h-той ступени пересекаются 
друг с другом; мы должны использовать именно эти вза-
имно перекрывающиеся интерзалы, а не те, на которые 
разбивается числовая прямая точками вида 

 h

m
2  ,

с той целью, чтобы, когда вещественное число задано 
нам с определенной (зависящей от h) точностью, был за-
дан определенно и один из интервалов h-той ступени, в 
котором заключается с необходимостью наше число. 

Поэтому понятие вещественного числа, как некоторого 
заданного, хотя только и приближенно, числа, для кото-
рого, однако, степень приближения может быть сделана 
сколь угодно большой, можно формулировать следую-

➢ 
Для иллюстрации этого 
способа построения ве-
щественного числа с по-
мощью интервалов можно 
рассмотреть построение 
числа 2 при помощи деся-
тичных приближений с не-
достатком и избытком:

1,999... ∞ = 2 = 2,00... ∞ 1.
Такой способ построе-
ния, как уже упоминалось 
(см. DLP, 2016, № II (010), С. 
146-164), позволяет стро-
ить периодическую деся-
тичную последователь-
ность √2=1,414_(707_). В 
арифметике это снимает 
то затруднение, что не-
периодические значения 
√2  . √2 дают всегда такую 
же непериодическую, ир-
рациональную дробь, ко-
торая по определению не 
может быть строго равна 
рациональному числу 2. 
Построение периодиче-
ских последовательностей 
для «классических ирраци-
ональных чисел» опровер-
гает слова формалистов 
о том, что интуиционизм 
ничего существенно не ме-
няет в основаниях матема-
тики. 
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щим образом: вещественное число есть бесконечная 
последовательность двоичных интервалов i, i’, i’’... та-
кого рода, что каждый интервал этой последователь-
ности содержит ближайший последующий интервал 
целиком внутри себя. 

Так как каждый из двоичных интервалов может быть 
характеризован двумя целочисленными знаками (m и h 
в приведенном выше обозначении) и так как факт содер-
жания одного интервала в другом выражается простым 
отношением между этими их знаками, то рассмотрение 
вместо последовательностей содержащихся одни в дру-
гих двоичных интервалов, не подчиненных никаким 
ограничениям последовательностей натуральных чисел, 
явится весьма несущественным упрощением наших рас-
суждений. 

Трудность заключается в понятии последователь-
ности. Положения и доказательства современ-
ного анализа становятся сколько-нибудь понят-

ными только в том случае, если считать, что в основании 
его лежит следующая точка зрения: последовательность 
получается таким образом, что отдельные числа выбира-
ются произвольно по очереди, результат этих бесконеч-
но многих актов выбора предлежит готовым, и относи-
тельно такой готовой бесконечной последовательности я 
могу, например, задать вопрос «Встречается ли между ее 
числами число 1?».

Но такая точка зрения бессмысленна и несостоятельна, 
ибо в сущности бесконечного заключается его неисчер-
паемость. Какая-либо определенная (определенная до 
бесконечности) последовательность может быть дефи-
ниторно дана только законом. Если же, напротив, после-
довательность возникает постепенно, посредством сво-
бодных актов выбора, то ее следует рассматривать, как 
становящуюся, а становящейся свободной последова-
тельности (Wahlfolge) можно разумным образом припи-

сывать только такие свойства, для которых дизъюнкция 
«да или нет» (присуще ли данное свойство последова-
тельности или нет) разрешается на каком-нибудь опре-
деленном, достигнутом нами месте последовательности. 
Разрешается при этом так, что, как бы ни происходило 
дальнейшее развертывание последовательности, за пре-
делами этого пункта ее становления оно не меняет уже 
результата дизъюнкции.

Так, например, мы можем с полным правом спраши-
вать относительно какой-нибудь свободной последо-
вательности, встречается ли в ней на четвертом месте 
число 1 или нет, но нельзя спрашивать, встречается ли 
в ней вообще число 1. Первой основополагающей идеей 
Брауэра  является мысль, что становящаяся посредством 
свободных актов выбора числовая последовательность 
есть возможный объект математического образования 
понятий. 

Подобно тому, как закон φ, определяющий до беско-
нечности некоторую последовательность, представляет 
отдельное веществснное число, так не ограничиваемая 
никаким законом в свободе своего развертывания сво-
бодная последовательность представляет континуум. 
Что над свободными последовательностями можно про-
делывать математические операции, доказывается впол-
не уже одним тем, что между такими последовательно-
стями можно устанавливать сопряжения. Например, 
упоминавшаяся уже формула 

 nh = m1 + m2 + ... + mh 
заключает в себе закон, согласно которому некоторая 
становящаяся посредством свободных актов выбора по-
следовательность m1, m2, m3... порождает становящуюся 
числовую последовательность n1, n2, n3...

Более общим примером может служить любой закон, 
согласно которому всякий акт выбора, присоединяющий 
к становящейся последовательности натуральных чисел 
новый член, порождает тем определенное число. Порож-

➢ 
Когда мы пытаемся уста-
новить, например, имеет 
или нет период последо-
вательность √2=1,414..., то 
при получении десяти или 
двадцати тысяч знаков мы 
можем не обнаружить пе-
риода. Но значит ли это, 
что последовательность 
будет непериодической на 
h-той глубине десятичной 
разрядности? Чтобы точно 
об этом сказать, надо за-
дать закон, позволяющий 
проверить любой, сколь 
угодно удаленный знак 
этой последовательности. 
Формалист, не зная такого 
закона, удовлетворяется 
тем, что не видит никакого 
периода «на бумаге» или на 
своем 32-разрядном каль-
куляторе, но значит ли это, 
что все периоды должны 
укладываться в глубину 
h=32? Конечно же, нет! Ис-
пользуя суперкомпьютеры, 
можно привести такие де-
сятичные дроби, которые 
при h=106 еще будут ка-
заться непериодическими, 
а при h=1012 обнаружат со-
вершенно четкий период. 
Интуиционизм, таким об-
разом, в каждом подобном 
случае ставит неудобные 
для математиков вопросы. 
Поэтому от идей интуи-
ционистов проще отмах-
нуться и довольствоваться 
фиктивными результатами 
32-разрядного калькуля-
тора, чем досконально ис-
следовать каждую конкрет-
ную последовательность. 
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денное h-тым актом выбора число будет при этом, во-
обще говоря, зависеть не только от самого h-того акта 
выбора, но также и от всего уже имеющегося налицо от 
1-го до h-того члена отрезка свободной последователь-
ности. 

При этом развертывание последовательности, вы-
ступающей в качестве функции, совершается парал-
лельно развертыванию последовательности, игра-
ющей роль аргумента: если последняя подвигается 
вперед на одно место, то так же подвигается и первая. 
Естественным образом, мыслимы и более сложные от-
ношения между последовательностями... Броуеровская 
идея проста, но вместе с тем глубока: здесь перед нами 
появляется «континуум», в котором хотя и содержатся 
отдельные вещественные числа, но который никоим об-
разом не разрешается сам в совокупность предлежащих 
готовыми вещественных чисел, а скорее пр едставляет 
собой среду свободного становления.

Мы находимся в области издревней проблемы 
мышления — проблемы непрерывности, из-
менения и становления. Какое центральное 

значение имела она для логического овладения действи-
тельностью, можно узнать хотя бы из «Истории атоми-
стики» К. Лассвица; решение этой проблемы представ-
ляет собой тот решающий момент, который отделяет 
аристотелевски-схоластическую, ориентирующуюся 
на понятие субстанции физику от современной гали-
леевской физики. 

Издавна противостоят друг другу атомистическая кон-
цепция, согласно которой континуум состоит из отдель-
ных точек, и противоположная точка зрения, считающая 
невозможным понять таким образом непрерывное тече-
ние.

Первая концепция дает нам построенную логически 
систему неподвижно сущих элементов, но она не в состо-

янии объяснить движение и действие; всякое изменение 
сводится для нее к иллюзии. Второй же концепции не 
удалось ни во времена античного мира, ни позже, вплоть 
до Галилея, вырваться, из сферы туманной интуиции, 
чтобы проникнуть в область абстрактных понятий, не-
обходимых для рационального анализа действительно-
сти. 

Достигнутое в конце концов решение — это то, мате-
матически-систематическим образцом которого служит 
дифференциальное и интегральное исчисление. Но со-
временная критика анализа снова разрушает изнутри 
это решение, хотя, правда, она и не дает себе ясного от-
чета во всем значении старой философской проблемы и 
приходит в итоге к хаосу и бессмыслице.

Обе намеченные попытки решения указанной про-
блемы (атомистическая и непрерывная) возрождают в 
еще более обостренной и яркой форме старую антитезу: 
первая, ясно сознающая, что она не затрагивает интуи-
тивного континуума, но полагающая, что понятия могут 
объять лишь неподвижное бытие, радикально атоми-
стична, а учение Брауэра берется вполне достоверным 
и надежным образом восстановить права непрерывного 
становления. 

Теперь мы займемся изложением брауэровских 
взглядов. Так как его теория проводит абсолют-
ное, исключающее возможность какого бы то ни 

было сравнения, различие между континуумом и мно-
жеством дискретных элементов, то для нее вообще не 
может серьезно существовать вопроса об исчислимости 
континуума. 

Закон, производящий из некоторой становящейся по-
следовательности некоторое число n, зависящее от ре-
зультата выбора, по необходимости такого рода, что 
число n оказывается определенным, как только имеется 
налицо известный конечный отрезок нашей свободной 

➢ 
Атомистика античной на-
уки выражалась в аксио-
ме неделимости единицы. 
Аристотель, хотя и при-
знавал существование бес-
конечного становления в 
геометрии («бесконечное 
не существует актуально 
как бесконечное тело или 
величина»), но четко соблю-
дал аксиому неделимости 
единицы в арифметике. По-
этому античная математика 
представляла некий образ 
кентавра, часть которого 
могла передвигаться на ло-
шадиных ногах, а другая 
часть не имела ног и всегда 
покоилась, даже если лоша-
диные ноги совершали дви-
жение. Такое Аристотелево 
разделение арифметики и 
геометрии, дискретного и 
непрерывного, казалось, 
должно было исчезнуть 
с появлением дифферен-
циального исчисления, но 
этого не произошло. Бес-
конечно малые величины 
в новом исчислении были 
представлены Лейбницем 
как «неделимые в пределе», 
то есть опять же непрерыв-
ные функции оказались не-
прерывными лишь частич-
но, пока хватало глаз — а за 
горизонтом чувственного 
восприятия вновь пред-
ставлялись неделимой точ-
кой. И только Брауэр осоз-
нал, что эту точку можно 
вновь и вновь представлять 
как непрерывность интер-
валов.   
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последовательности; число это остается неизменным, 
как бы дальше ни развертывалась эта свободная после-
довательность, так что не может быть речи о полном вза-
имно-однозначном соответствии. 

Пусть будет Е некоторое, имеющее смысл в области 
числовых последовательностей свойство, a non-E его 
отрицание. Вопрос, существует ли числовая последова-
тельность со свойством Е или мет, не имеет определен-
ного смысла, так как понятие закона, определяющего до 
бесконечности некоторую последовательность (выража-
ясь в терминах первой части), не объемнеопределенно. 

Раньше мы вышли из затруднения, ограничив понятие 
закона только законами объемноопределенными, потре-
бовав для этого, чтобы они получались посредством из-
вестных логических конструктивных принципов и были 
благодаря этому свободны от порочного круга («х — это 
закон»).

Ответ «да» или «нет» на наш вопрос оказывался в та-
ком случае определенным, и обе возможности представ-
ляли собой полную дизъюнкцию. Теперь, однако, мы 
подойдем к делу иначе. Так как, разумеется, отдельная 
определенная последовательность может быть опреде-
лена только некоторым законом φ, то положительный 
вопрос гласит теперь: существует ли закон, обладающий 
свойством Е? Но мы более не растягиваем этого поня-
тия на прокрустовом ложе конструктивных принципов; 
если нам удается каким-либо, свободным от порочного 
круга путем построить закон желательного нам вида, то 
мы вправе утверждать, что подобный закон существует.

Здесь, таким образом, речь идет вовсе не о возможно-
сти построения — подобные экзистенциальные утверж-
дения мы можем высказывать лишь об уже удавшихся 
построениях, уже проведенных доказательствах. От-
рицательное суждение, что такого закона не существу-
ет, при этом, разумеется, теряет всякий смысл. Но мы 
можем придать ему положительную форму: всякая по-

 
Требование взаимно-од-
нозначного соответствия, 
как можно увидеть в до-
казательствах, например, 
того же Г.Кантора, дости-
галось через условие, что 
все рациональные числа 
должны записываться в 
одной единственной фор-
ме, исключающей такие 
эквивалентные равенства 
как 1=0,(9) или 1=1,(0). 
То есть, рассматривая не-
прерывность, формали-
сты уже в самом начале 
договорились исключить 
из нее само представле-
ние о бесконечном. Их не 
заботил тот факт, что в 
бесконечности возможно 
появление взаимно-неод-
нозначных соответствий. 
Например, нельзя сказать, 
что в бесконечном ряде 
N=1,2,3... ∞ нечетных чи-
сел больше, чем четных, 
так же, как нельзя сказать, 
что и тех, и других равное 
количество. На каждом 
конкретном шаге мы мо-
жем получить и то, и дру-
гое. А если в этот ряд вме-
сто 1 ввести запись 0,(9), 
которая не является ни 
четным, ни нечетным чис-
лом, то нельзя исключить 
и того, что четных чисел на 
шаге n+1 окажется больше 
нечетных. Все зависит от 
конкретного закона, по 
которому мы формируем 
последовательность N, а 
формалисты принимают 
как само собой разуме-
ющееся существование 
только того закона, кото-
рый кажется им наиболее 
очевидным.   

следовательность обладает свойством Е; наше отрица-
тельное суждение приобретает теперь смысл, поскольку 
мы под последовательностью понимаем здесь не закон, 
а в смысле континуума, среду свободного становления, 
последовательность, образующуюся посредством сво-
бодных актов выбора. Приходится таким образом допу-
стить, что имеет смысл приписывать свойства Е и non-E 
становящейся последовательности; в этом случае может 
оказаться, что в сущности становящейся последователь-
ности — последовательности, в которой всякий отдель-
ный акт выбора совершенно свободен, заключено то, что 
она обладает свойством non-E.

Здесь не место излагать, каким путем достигается по-
добного рода узрение сущности последовательности. Но 
только оно дает нам право, когда имеется налицо неко-
торый закон φ утверждать сразу, без всякой проверки, 
что определяемая до бесконечности этим законом после-
довательность не обладает свойством Е.

Мы опять можем констатировать, что выражение «су-
ществует» прикрепляет нас к бытию и закону φ, вы-
ражение «каждый» помещает насв поток становления и 
свободы. Так как совокупность случаев, в которых имеет 
силу то или другое из этих утверждений (т. е. утверж-
дений, что существует последовательность, обладающая 
свойством Е или что каждая последовательность облада-
ет свойством non-E, неопределенна в себе, так как далее 
приходится вообще совсем иначе толковать понятие по-
следовательности в обоих случаях, то было бы нелепо ду-
мать здесь о полной дизъюнкции «да или нет»). Именно 
таким образом нужно понимать мысль Брауэра, что нет 
никаких оснований верить в логический закон исключен-
ного третьего.

Я, правда, лучше выразился бы так, что ни одно из обо-
их утверждений, о которых идет речь, не может быть 
рассматриваемо как отрицание другого. Взаимоотноше-
ние, допускающее принцип tertium non datur  (I) и брауэ-



50 51

ровской теории (II) может быть иллюстрировано прила-
гаемой схематической фигурой (разумеется, показанное 
на рисунке сравнение несколько прихрамывает). Так как 
«нет по (I)» глубоко вдается в область вполне законно-
го «да по (II)», то с точки зрения концепции (II) «нет» 
концепции (I) не имеет никакого значения. Это «нет» 
приобретает значение только в том случае, если мы в 
концепции (I) примем за предмет исследования не бра-
уэровский континуум, а вполне определенную в себе си-
стему последовательностей, определяемых х-законами. 

Концепция (I), допускающая 
принцип «третьего не дано»

Брауэровская концепция (II)

В своем отрицании логической аксиомы исключен-
ного третьего Брауэр идет еще значительно даль-
ше, чем мы это изложили до сих пор. Он оспа-

ривает ее применимость не только к экзистенциальным 
суждениям о числовых последовательностях, но также 
и к экзистенциальным суждениям о натуральных чис-
лах. Пусть Е есть некоторое свойство, имеющее смысл 
в области натуральных чисел, так что ясно определено, 
присуще или нет свойство Е некоторому натуральному 
числу n. По Брауэру мы должны относиться к вопросу, 
существует ли число, обладающее свойством Е, точно 
так же, как к аналогичному вопросу в случае числовых 
последовательностей, — должны относиться так, несмо-
тря на то, что понятие натурального числа, в противопо-

ложность понятию последовательности (если только мы 
не ошиблись), объемноопределенно, и что, значит, оно 
при употреблении его в экзистенциальных суждениях, с 
одной стороны, и в общих суждениях, с другой стороны, 
не подвергается тому расщеплению, которому подверга-
ется понятие последовательности (закон — свободный 
выбор).

Брауэр обосновывает свой взгляд указанием на то, что 
нет никаких оснований думать, будто всякий подобный 
вопрос о существовании может быть решен. Согласно 
Брауэру, доказательство применимости закона исклю-
ченного третьего должно было бы состоять в указании 
метода, который давал бы относительно любого свой-
ства Е то или иное разрешение вопроса о существова-
нии. Как известно, впервые эта точка зрения была вы-
двинута Кронекером.

В сознательном противоположении этой точке зре-
ния я в своем опыте обоснования анализа (Weyl Н. Das 
Kontinuum, 1919) защищал тот взгляд, что дело идет не о 
том, в состоянии ли мы путем известных вспомогатель-
ных средств, например с помощью методов формальной 
логики, дать определенный ответ на известный вопрос, а 
о том, каково положение вещей само по себе; натураль-
ный ряд чисел и относящееся к нему понятие существо-
вания является основанием математики, и притом так, 
что для всякого свойства E, имеющего смысл в области 
чисел, всегда определено, существуют ли числа вида Е 
или не существуют. 

Мы теперь должны подойти вплотную к этому корен-
ному вопросу. Пусть для каждого числа h можно решить, 
присуще ли ему свойство Е или нет. Пусть утверждение, 
что «h обладает свойством Е», обозначает, например, 
что 2n+1+1 есть простое число, а наличие свойства non-E 
пусть обозначает обратное (т. е. что 2n+1+1 есть число со-
ставное). Теперь разберемся в следующем. Мнение, буд-
то твердо определено, обладает ли какое-нибудь число 

 
В своем сочинении «Das 
Kontinuum» (1919) Гер-
манн Вейль не выдвигал 
радикального отказа от 
принципа «tertium non 
datur», но, как и Л.Брауэр, 
предлагал реформировать 
анализ на основе потен-
циально бесконечных, а 
не актуально бесконечных 
множеств, как предложил 
Г.Кантор.  
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➢ 
Такую абстракцию сужде-
ния мы находим, напри-
мер, в доказательстве Гип-
паса о несоизмеримости 
стороны и диагонали ква-
драта. Из того, что диаго-
наль АС выражена числом 
m, квадрат которого равен 
2, делается вывод, что m 
всегда будет четно. Хотя 
квадрат m может быть ра-
вен любому эквиваленту 
1,999...=2=2,00...1. Тем са-
мым исключается рассмо-
трение уже самой дроби 
√2=1,414... для отрезка АС. 
Далее, раз число m — яко-
бы всегда должно быть чет-
ным,  вводится фиктивное 
число  m=2k, откуда  4k² = 
2n², или n² = 2k², то есть n² и 
число n — тоже якобы всег-
да четны. Но конкретное 
число k здесь не указыва-
ется — это именно фикция, 
придуманная логиками, 
которые почему-то не до-
пускают, что число 2 мож-
но выразить через экви-
валентную непрерывную 
десятичную дробь. Ничто 
не мешает нам вместо k  
взять конкретное число 
√2/2 = 0,7071…  и получить 
n² = 2 (√2/2)² = 2 •  0,5 = 1². 
При этом сам вопрос, раци-
онально число √2=1,414... 
или число k=√2/2 = 0,7071… 
остается в фиктивном «до-
казательстве» открытым. 
Для ответа на этот вопрос 
требуется привести хотя 
бы такое конструктивное 
доказательство, которое бы 
учитывало правила пере-
вода десятичных дробей в 
обыкновенные дроби вида 
m/n. Но в том-то и дело: 
Гиппас сделал абстрактное 
суждение, даже не зная, что 
такое десятичные дроби!  

свойством E или нет, опирается только на следующее 
представление. Числа 1, 2, 3... могут быть по очереди, 
одно за другим испытаны в отношении свойства E. Если 
мы встретим при этом число, обладающее свойством E, 
то дальнейший просмотр ряда можно прекратить. Ответ 
в этом случае гласит: да.

Если же подобного перерыва не наступает, т. е. если 
после законченного пересмотра бесконечного числово-
го ряда не было найдено ни одного числа рода non-E, то 
ответ гласит: нет. Но мысль о таком законченном пере-
смотре членов бесконечного ряда бессмысленна. Не 
исследование отдельных чисел, а только исследование 
сущности числа может доставить мне общие суждения 
о числах. Только действительно имевшее место нахож-
дение определенного числа, обладающего свойством Е, 
может дать мне право на ответ: да, и — так как я не могу 
перебрать все числа — только усмотрение того, что об-
ладание свойством non-E лежит в существе числа, дает 
мне право на ответ: нет.

Сам Бог не имеет иных оснований для решения этого 
вопроса. Но обе эти возможности уже не противостоят 
друг другу как утверждение и отрицание — ни отрицание 
одной, ни отрицание другой не имеет реального смысла. 

Если это говорит в пользу Брауэра, то следующее сооб-
ражение снова все-таки возвращает меня к моей прежней 
точке зрения: если я пробегаю ряд и прекращаю его про-
смотр, как только нахожу число, обладающее свойством 
Е, то это прекращение либо наступит, либо не наступит, 
это так, либо же это не так, без всякого колебания и со-
мнения и без какой-либо третьей возможности. К этим 
вещам нужно подходить не извне, но путем внутренних 
усилий с целью «узрения» их внутренней очевидности.

В конце концов я нашел для себя спасительное сло-
во. Экзистенциальное суждение — вроде: «существует 
четное число» — не есть вообще суждение в собствен-
ном смысле слова, устанавливающее некоторое обстоя-

ние; экзистенциальные обстояния суть пустая выдумка 
логиков. «2 — число четное» — вот это действительное, 
выражающее определенное обстояние суждение, фраза 
же «существует четное число» есть лишь полученная из 
этого суждения абстракция суждения (Urtheilsabstrakt).

Можно ли верить бумаге, на которой написано «суще-
ствует сокровище», но не указывающей даже, в каком 
месте его можно обрести?  Что это за суждение такое, 
которое, взятое само по себе, лишено всякого смысла, и 
получает смысл лишь на основании одного проведенно-
го доказательства, только и гарантирующего истинность 
суждения? Это еще не само суждение, а только абстрак-
ция суждения.

Эти замечания, кажется мне, ясно определяют харак-
тер абстрактного суждения, уясняя вместе с тем соб-
ственное значение понятия существования. Написать на 
бумаге «существует сокровище» и показать, что это со-
кровище существует — разные вещи. Теперь мы уже не 
можем противопоставлять брауэровскому отрицанию 
закона исключенного третьего те идеи, за которые я це-
плялся еще раньше, именно, что дело обстоит либо так, 
либо не так (хотя бы я и не был в состояниии решить, как 
именно обстоит дело)!

Изложенная концепция Брауэра обрисовывает то значе-
ние, которым обладают для нас в действительности общие 
и экзистенциальные суждения. С ее точки зрения матема-
тика представляется колоссальным богатством в «бумаж-
ной валюте». Но действительную ценность, подобную 
ценности жизненных припасов в народном хозяйстве, 
имеет для нас непосредственное, сингулярное, всеобщее, 
а экзистенциальные суждения ценны для нас только опос-
редованным образом. И, однако, мы, математики, думаем 
совсем редко о реализации этого «бумажного богатства». 
Ценна не экзистенциальная теорема, а проводимое в до-
казательстве построение. Математика, как говорит мимо-
ходом Брауэр, есть более деяние (Тun), чем учение. 
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Пока мы не примем изложенной в последнем абзаце 
точки зрения, обе очерченные мной попытки обоснова-
ния анализа равновозможны, хотя брауэровская теория 
и обладает с самого начала тем преимуществом, что она 
не сковывает образования понятий и более адэкватна 
интуитивной сущности континуума. 

Но как только мы встанем на эту точку зрения — кото-
рая, думаю я, впервые придает совершенно ясный смысл 
выражениям «существует» и «каждый» — тотчас стано-
вится решительно невозможной первая концепция; огра-
ничение понятия закона одним кругом х-законов нам те-
перь уже не помогает, теперь на вопрос о «возможности» 
нельзя уже дать утвердительного или отрицательного 
ответа как в том случае, когда вопрос этот ставится от-
носительно сколь угодно часто повторяющегося приме-
нения конструктивных принципов, так и тогда, когда он 
относится к бесконечному числовому ряду, т. е. к сколь 
угодно часто повторяющемуся процессу перехода от од-
ного числа к ближайшему, следующему за ним. Поэтому 
я теперь отказываюсь от своей прежней попытки и при-
соединяюсь к Брауэру.

При угрожающем развале анализа, который, хотя 
и признается пока немногими, и все же уже  
вполне подготовлен, я пытался найти твердую 

почву под ногами, не покидая идей, на которых покоится 
анализ, и честно и последовательно проводя его основ-
ной принцип, и я думаю, что мне это удалось, поскольку 
это вообще могло удасться. Ибо почва эта, как я теперь в 
этом убедился, шаткая, а Брауэр — это революция! Я все 
же еще раз изложил здесь основные идеи и своей теории, 
потому что в своем контрасте со взглядами Брауэра они 
придают самую четкую форму древней антитезе между 
атомистической и непрерывностной концепциями и по-
тому еще, что на примере этой противоположности ста-
новится особенно ясным, в чем собственно «заковыка» и 

что нужно сделать, чтобы ее исключить. Было бы в выс-
шей степени странно, если бы старый спор разрешился 
тем, что оказалось бы возможным проводить как ато-
мистическую, так и непрерывностную концепцию кон-
тинуума; в действительности вместо этого окончательно 
восторжествовала последняя. 

Брауэру мы обязаны новым решением проблемы кон-
тинуума — проблемы, провизорное решение которой, 
данное Галилеем и основателями дифференциального 
и интегрального исчисления, было изнутри взорвано 
ходом исторического развития. Конечно, я не уверен, 
имею ли право назвать вторую из развиваемых в этой 
статье теорий брауэровской, — об этом я поговорю под-
робнее позже. Но основные моменты — становящаяся 
свободная последовательность и отрицание аксиомы ис-
ключенного третьего — во всяком случае принадлежат 
Брауэру. 

Наше учение об общих и экзистенциальных суждениях 
не носит вовсе расплывчато-неопределенного характера, 
это ясно хотя бы потому, что из него тотчас же вытекают 
важные, строго логические выводы. И в первую очередь 
тот вывод, что совершенно бессмысленно отрицать по-
добные суждения — вывод, с которым отпадает возмож-
ность применения к этим суждениям аксиомы исклю-
ченного третьего. 

Общие суждения, которые я выше назвал указаниями 
на суждения, разделяют с собственно суждениями то 
свойство, что они самодовлеющи, они даже содержат в 
себе бесконечную полноту действительных суждений. В 
этом отношении мы должны поставить общие суждения 
в один ряд с суждениями действительными. Конечно, в 
отличие от последних мы не будем говорить об общих 
суждениях, что они истинны. Мы будем охотнее выра 
жаться так: они правомерны, они содержат правовое 
основание для всех «реализуемых» из них сингулярных 
суждений. И, наоборот, какое-нибудь экзистенциальное 
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суждение, взятое само по себе, есть ничто, если сужде-
ние, из которого извлечена подобная абстракция сужде-
ния, забыто нами или утеряно, то действительно ниче-
го не остается (если не иметь в виду, как мы говорили. 
выше, стимула разыскать потерянное суждение).

Абстракцию можно извлекать не только из суж-
дения, но из указания на суждение. Пусть, на-
пример, R (m, n) будет отношением между дву-

мя натуральными числами, притом отношением такого 
рода, что оно либо существует между двумя любыми 
числами, либо не существует. В таком случае для двух 
определенных чисел m и n утверждение или отрицание 
того, что они стоят друг к другу в отношении R, являет-
ся действительным суждением. Указание на суждение 
R (m, 5), т.е. «каждое число m стоит в отношении R к 
числу 5» или «в сущности числа заключается обладание 
свойством R (• ,5)» будет правомерно. 

Мы можем в этом случае образовать следующую аб-
стракцию: существует некоторое число n (мимоходом 
сказать, именно число 5), такое, что каждое число m на-
ходится к нему в отношении R (m, n).

Напротив, указание на абстракции суждений есть го-
лое ничто, если за этим указанием не скрывается ука-
зание на действительные суждения, из которых получи-
лась наша абстракция. Например: «для каждого числа m 
существует такое число n, что между ними имеет ме-
сто отношение R (m, n)».  Здесь действительно идет речь 
об абстракции из некоторого указания на суждение. Ка-
кого указания?

Очевидно, следующего: пусть φ будет определенный 
закон, порождающий из каждого числа m число φ (m), 
пусть общее указание на суждение R (m, φ (m))  будет 
правомерно. Тогда мы в состоянии извлечь из него сле-
дующую абстракцию: существует некоторый закон φ 
такого рода, что для каждого числа m имеет силу отно-

шение R между m и  φ (m). Вышеприведенное суждение 
получает таким образом определенный смысл. 

Если теперь нам встретится какое-нибудь число, на-
пример число 7, то закон φ порождает из 7 определенное 
число, скажем φ (m)=19; в этом случае мы можем сказать: 
между 7 и 19 имеет место отношение R; имея это в виду, 
мы вправе установить абстракцию суждения, гласящую, 
что существует число n, стоящее в отношении R (7, n) к 7. 
Таким образом выражение «существует» должно вклю-
чать в себе выражение «каждый», но не наоборот, если 
мы формулируем суждения так, что они извлекаются в 
качестве абстракций из самодовлеющих суждений. 

Исходным пунктом математики является ряд нату-
ральных чисел, т. е. закон алеф, порождающий из ничего 
первое число 1 и из всякого уже существующего числа 
ближайшее, следующее за ним; этот процесс никогда не 
приводит к числу, порожденному уже ранее. Если мы 
желаем каким-либо образом закрепить числа для интуи-
ции, то мы должны их отличить друг от друга символи-
чески, с помощью качественных меток. 

Поскольку мы имеем дело с арифметикой, мы совер-
шенно отвлекаемся от подобных качественных меток; 
для арифметики 1 есть просто «порожденное из ничего», 
2 — «порожденное из 1» и т. д. Можно сказать, что в ма-
тематическом толковании действительности делается 
попытка мир, заданный сознанию в его самой общей 
форме, форме взаимопроникновения бытия и сущности 
(то-бытия и тако-бытия), представить в абсолютности 
чистого бытия. Здесь корень глубокой истинности пифа-
гореизма, согласно которому всякое бытие, как таковое, 
покоится на числе. 

Общие самодовлеющие суждения математики трак-
туют частью о всем целом (Allheit) натуральных чисел, 
частью же о всем целом становящихся посредством сво-
бодных актов выбора последовательностей натуральных  
чисел. Они, значит, относятся частью к простирающейся 

➢ 
Математика, действитель-
но, как и само сознание, 
появляется как отношение 
между идеальным и мате-
риальным. Или, используя 
терминологию индийской 
философии,  как  дости-
жение третьего состояния 
«адвайта» (недвойствен-
ности), которое в Чхандо-
гья-упанишаде выражено 
мантрой «Тат Твам аси» 
(Ты есть То).
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в бесконечность возможности безграничного, определя-
емого законом алеф, продолжения процесса развертыва-
ния натуральных чисел, а частью к заключенной в ста-
новящейся числовой последовательности бесконечной 
свободе вечно новых, ничем не связанных актов выбора, 
которые на каждом шагу обрывают на произвольном ме-
сте все вновь и вновь начинающийся процесс развития 
натурального числового ряда. 

По самому существу дела интуиция сущности 
(Wesenseinsicht), из которой проистекают все 
общие суждения, опирается всегда на так назы-

ваемую полную индукцию. Она не нуждается в дальней-
шем обосновании, да и не способна к нему, ибо она есть 
не что иное, как математическая первоинтуиция «еще 
одного раза».

Получающиеся из этих общих суждений собствен-
ные суждения образуются таким путем, что вместо 
произвольного числа, о котором идет речь в общих 
суждениях, подставляется некоторое определенное 
число, а вместо вольно развертывающейся свобод-
ной последовательности — закон φ, определяющий 
до бесконечности некоторую отдельную числовую 
последовательность. Из самодовлеющих суждений 
и указаний на суждения извлекаются абстракции, в 
которых выражение «существует» может относиться 
или к некоторому натуральному числу или же к неко-
торому закону, притом либо к закону, порождающему 
из каждого числа некоторое число (functio discreta), 
либо к закону, порождающему из каждой становя-
щейся последовательности посредством свободных 
актов выбора некоторое число (functio mixta), либо 
же, наконец, к закону, порождающему из каждой ста-
новящейся посредством свободных актов выбора по-
следовательности опять-таки становящуюся последо-
вательность (functio continua). 

Но сами эти законы мы не делаем объектами общих 
высказываний. Там, где говорится «каждая последова-
тельность», понятие закона (functio discreta) заменяет-
ся понятием становящейся свободной последовательно-
сти; напротив, для functiones mixtae и continuae у нас не 
имеется в распоряжении такого континуума, в который 
они укладывались бы подобно тому, как укладывают-
ся отдельные functiones discretae в континуум вольно 
становящихся свободных последовательностей. Все это 
предопределено a priori сущностью процесса порожде-
ния алеф — математической первоинтуиции. 

Всякое применение математики должно исходить из 
известных, подлежащих математической обработке объ-
ектов, отличающихся друг от друга посредством неко-
торого количества знаков; этими знаками служат нату-
ральные числа. Символическим методом, заменяющим 
эти объекты их знаками, достигается связь их с чистой 
математикой и ее конструкциями. Так, в основании гео-
метрии точки на прямой лежит система выше упомяну-
тых двоичных интервалов, которые мы смогли охаракте-
ризовать двумя целочисленными знаками. 

***

Новая концепция, как мы видим, приносит с 
собой чрезвычайно серьезные ограничения, 
противопоставляя их расплывающейся в не-

определенности всеобщности, к которой нас приучил 
за последние десятилетия современный анализ. Мы 
должны снова обучаться скромности. Мы думали заво-
евать небо и взгромоздили облака на облака, которые не 
могли удержать никого из тех, кто всерьез думал на них 
укрепиться. На первый взгляд, то, что остается, кажется 
столь ничтожно малым, что ставится вообще под знак 
вопроса сама возможность анализа. Но такой пессимизм 
неоснователен, как это будет видно из следующего отде-
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ла. Тем не менее, нужно со всей энергией помнить следу-
ющее: математика целиком, включая даже логические 
формы, вкоторых она движется, зависит от сущности 
натурального числа. 

В радикальных выводах Брауэра я, насколько я могу 
понять, не вполне с ним схожусь. Ведь, он сразу начи-
нает с общего учения о функциях (то, что я называю 
здесь functio continua, носит у него наименование «мно-
жества»), рассматривает свойства функций — свойства 
свойств и т. д.8 и применяет к ним принцип тождества. 
(Мне не удалось, однако, уловить смысла многих из его 
утверждений). 

Я заимствую у Брауэра: 1) основную идею, представля-
ющую во всяком случае существеннейший пункт в его 
взглядах, именно, идею становящейся последователь-
ности и сомнение в principium tertii exclusi; 2) понятие 
functio continua. На мой собственный счет относятся 
понятие functio mixta и концепция, которую я резюми-
рую в следующих трех пунктах:

а) понятие последовательности колеблется сообразно 
той логической связи, в которой оно выступает между 
«законом» и «актом свободного выбора», между «быти-
ем» и «становлением»; 

б) общие и экзистенциальные положения не являются 
вовсе суждениями в собственном смысле слова, не ут-
верждают никакого обстояния, а являются указаниями 
на суждения или же абстракциями суждений; 

в) арифметика и анализ содержат в себе только общие 
высказывания о числах и свободно становящихся по-
следовательностях, нет вовсе общего учения о функциях 
или множествах с самостоятельным содержанием! 

После того как мы дали себе отчет в логической структуре 
науки о бесконечном, мы рассмотрим в свете полученных 
результатов проблему континуума. 

8 В первой из приведенных его работ: «Begründung der Mengenlehre 
tmabhängig vom Satz vom atisgeschlossenen Dritten».

Континуум 

До сих пор в математике было употребительно не-
сколько определений понятия вещественного чис-
ла, и полагали, что можно доказать эквивалент-

ность этих определений. С той точки зрения, на которой 
мы теперь стоим, эти определения не являются уже эквива-
лентными, и легко убедиться, что единственно возможным 
определением остается теперь не Дедекиндово сечение, а 
определение, принятое нами на основе понятия интервала. 

Мы различали ранее друг от друга двоичные интерва-
лы заданием двух целочисленных символов (m ; h). Эти 
двоичные символы легко заменить одним единственным 
символом, являющимся натуральным числом, если рас-
положить пары целых чисел по некоторому определен-
ному простому закону в перечислимый ряд.

Далее, мы можем, если i есть какой-нибудь двоичный 
интервал, расположить естественным образом в пере-
числимый ряд содержащиеся в i двоичные интервалы. 
Если i есть интервал h-той ступени, то на первое место 
мы поставим единственный целиком содержащийся 
внутри  i  интервал (h + 1)-ой ступени, затем 5 интерва-
лов (h + 2)-ой ступени, в том порядке, в каком они сле-
дуют друг за другом слева направо по числовой прямой, 
затем 13 интервалов (h + 3)-ой ступени и т. д. 

Таким образом ясно, что мы подразумеваем, когда гово-
рим об «n-ном содержащемся внутри i двоичном интерва-
ле. Вещественное число определяется законом, порождаю-
щим из каждого натурального числа n двоичный интервал 
in, притом так, что i(n+1) всегда содержится внутри in. Если 
мы желаем освободиться от этого условия включения, то 
мы заменим задание (n+1)-го интервала in заданием его по-
рядкового номера среди содержащихся внутри in  двоичных 
интервалов... Под интервальной последовательностью мы 
будем понимать отныне последовательность включенных 
друг в друга двоичных интервалов. 
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В чувственно данной реальности процесс становления 
простирается лишь до некоторого пункта (ибо данное 
есть, а не становится) и переходит постепенно в совер-
шенную неразличимость; в математике, напротив, мы 
рассматриваем этот процесс как развертывающийся в 
бесконечность. Во всяком случае, бессмысленно рассма-
тривать континуум как нечто готово-сущее. Можно (и 
даже должно) со всей серьезностью утверждать, что на-
стоящее не есть нечто уже готовое в себе и определенное, 
а что оно само, вовнутрь становится в процессе перехо-
да в будущее, и только, так сказать по «скончании всех 
веков», становится совершенно точно определенным 
всякий отрезок мировой действительности, хотя бы, на-
пример, тот, который я сейчас переживаю. Это обстоя-
тельство кажется мне чрезвычайно важным для оценки 
метафизического значения казуальности в природе, но 
здесь не место заниматься этим вопросом. 

Если мы возьмем на числовой прямой С, области из-
менения вещественной переменой х, некоторую опреде-
ленную точку, например х = 0, то, как мы видели, нельзя 
никоим образом утверждать, что всякая точка либо со-
впадет с этой первой точкой, либо же раздельна от нее. 
Таким образом точка х = 0 вовсе не разбивает континуум 
на две части: С— : х < 0 и С+ : х > 0, в том смысле, что мож-
но составить С из соединения С— и С+ и одной точки 
0 (т. е. в том смысле, что всякая точка континуума либо 
совпадает с 0, либо же принадлежит к С— или С+).

Если это шокирует современного математика с его 
атомистическими навыками мышления, то в прежние 
времена это являлось чем-то само собой разумеющимся: 
хотя внутри континуума и можно выделить частичные 
континуумы путем полагания границ, но бессмысленно 
утверждать, будто целостный континуум состоит из гра-
ниц и этих частичных континуумов. 

Подлинный континуум есть нечто в себе связное и 
не может быть разделен на отдельные куски, подобное 


Пояснить эту мысль можно 
тем, что когда Германн Вейль 
писал эти строки, он, конеч-
но же, не мог знать, что они 
будут переведены на рус-
ский язык А.П.Юшкевичем 
и изданы в 1934 году, а за-
тем, спустя более 80  лет, по-
явятся в журнале «De Lapide 
Philosophorum», а затем, 
спустя еще какое-то вре-
мя, будут рецитироваться в 
каких-то иных книгах и пу-
бликациях... При этом само-
му Вейлю, разумеется, было 
не известно, какие новые 
значения в будущем будут 
появляться у его работы, на 
какие мысли будут наводить 
его строки. Как раз поэто-
му «настоящее», когда сам 
Вейль записывал эти слова, 
не было «готово само в себе»: 
все новые и новые значения 
и интерпретации некоторой 
мысли, возникшей в «насто-
ящем», могут появляться и 
в будущем, так что полное 
континуальное значение 
Слова нельзя определить, 
исходя только из текущего 
момента.

разделение противоречит его сущности. С+ есть конти-
нуум в том же смысле, что и С, т. е. среда свободного ста-
новления. И при его математическом рассмотрении мы 
должны исходить не из точек, а из интервалов [...]

Приведенные примеры объясняют нам общее понятие не-
прерывной функции вещественного переменного. Подобная 
функция определяется не произвольным законом, сопряга-
ющим с становящейся интервальной последовательностью 
другую становящуюся интервальную последовательность, а 
таким законом, по которому из каждого двоичного интер-
вала (как скоро он берется достаточно малым) порождается 
интервал. Это вполне соответствует тому смыслу, который 
придается понятию непрерывной функции в приложениях 
математики: раз аргумент задан с известной степенью точ-
ности — а в приложениях математики он никогда не дается 
иначе, — то становится известным с соответственной сте-
пенью точности и значение функции. Эта последняя точ-
ность становится вместе со степенью точности значения 
аргумента сколь угодно большой (если мы рассматрива-
ем функцию в некотором ограниченном интервале). По-
этому непрерывные функции суть лишь замаскированные 
«functiones discretae», и лишь в силу этого в анализе может 
быть построена общая теория непрерывных функций  [...]

Нельзя дать определения понятия непрерывной функ-
ции в некотором ограниченном интервале, не принимая 
в этом определении вместе с тем равномерной непрерыв-
ности и ограниченности. Но самое существенное — это 
то, что в континууме не может существовать никаких 
других функций, кроме непрерывных. Если в прежнем 
анализе было возможно построение непрерывных функ-
ций, то это только показывает весьма ясно, как далек он 
был от понимания сущности континуума. То, что теперь 
называют прерывной функцией, состоит в действитель-
ности (и по существу это только возврат к более старым 
взглядам) из нескольких функций в раздельных контину-
умах. 

➢ 
Само мгновение времени 
t0, которое обычно при-
нимают за нулевую точку 
отсчета в интуиционизме 
может быть представлено 
интервалом –0,000... ∞1 = 0 
= +0,000... ∞1, принадлежа-
щим и прошлому (отрица-
тельная часть), и будуще-
му (положительная часть 
интервала). Представляя 
мгновенную скорость, в 
физике часто приходится 
рассматривать отноше-
ние S0/ t0, хотя деление на 
нуль дает недопустимый 
аргумент функции.  Только 
интуиционизм, восстанав-
ливая бесконечно малые 
интервалы в правах, по-
зволяет наделять подобные 
бессмысленные выражения 
смыслом: t0= –0,000... ∞1, 
когда частица теряет дви-
жение относительно какой-
либо системы отсчета, t0= 
+0,000... ∞1, когда частица 
начинает движение. 

➢ 
В анализе давно известны 
функции, которые «пре-
рывны в каждой точке», но 
в новом анализе для них 
можно найти истолкова-
ние, подобное истолкова-
нию мнимых чисел. Они 
лишь кажутся прерывными, 
не входящими в континуум 
размерности n, а в размер-
ности n+1 или n—1 будут 
непрерывными. Так, до-
статочно представить, что 
координатная плоскость 
выполнена из прозрачного 
стекла, а прерывные функ-
ции кажутся таковыми, т.к. 
относятся к обратной сто-
роне «прозрачной» поверх-
ности системы координат.   
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Рассмотрим, например, вышеприведенные континуу-
мы С, С+ (х>0) и С— (х<0). Функция f1(x) = x в континуу-
ме С+ есть закон, сопрягающий с каждым двоичным ин-
тервалом, обе конечные точки которого положительны, 
этот же самый интервал. Функция f2(x) = –x в контину-
уме С— есть закон, сопрягающий с каждым двоичным ин-
тервалом, обе конечные точки которого а, а’ отрицательны, 
интервал –i = (—а’, — а). Для обеих этих функций в целом 
континууме С существует одна единственная функция |х|, 
совпадающая в С+ с f1 а в С— f2; эта функция сопрягает с дво-
ичным интервалом i интервал i, если обеконечные точки 
положительные, и интервал — i, если обе конечные точки 
отрицательны, а с интервалом i, содержащим в себе точку 
нуль и имеющим своими концами точки а, а’  она сопрягает 
интервал (—а’ , — а, а, а’). Если, наоборот, мы рассмотрим, 
две функции: +1 в С+ и — 1 в С—, то для них совсем не су-
ществует определенной в целом континууме С функции, со-
впадающей в С+ с одной из них, а в С— — с другой. 

Современному анализу континуум представляется в виде 
множества его точек, в континууме он видит лишь частный 
случай основного логического отношения элемента и мно-
жества. Но поразительно, что столь же фундаментальное 
отношение целого и части до сих пор не находило себе 
места в математике! Между тем обладание частями есть 
основное свойство континуума, и броуеровская теория (в 
полном согласии с интуицией, против которой столь силь-
но грешит нынешний атомизм) кладет это отношение в 
основание математического изучения континуума. В этом 
заключается собственно основание сделанной выше при 
ограничении частных континуумов и при построении не-
прерывных функций попытки исходить не из точек, а из 
интервалов, как из первичных элементов построения. 

Разумеется, и множество обладает частями. Но в цар-
стве «обладающего частями» оно выделяется обладани-
ем «элементов» в смысле теории множеств, т. е. частей, 
которые сами не имеют уже более частей; согласно такой 

теории во всякой части континуума содержится по край-
ней мере один элемент. Существу континуума, напротив, 
свойственно, что каждая из его частей неограниченно 
делима, и далее, понятие точки должно рассматривать 
как предельное понятие; «точка» есть представление о 
пределе продолжаемого до бесконечности деления. 

Чтобы изобразить непрерывную связь точек, современ-
ный анализ, разбивший континуум на множество изоли-
рованных точек, искал прибежища в понятии окрестно-
сти. Нo так как в силу чрезмерной его общности понятие 
непрерывного многообразия оставалось математически 
бесплодным, то пришлось прибавить в качестве ограничи-
тельного условия возможность «триангуляции». В проти-
воположность этому построению, в кратких объяснениях, 
предпосланных Брауэром его известным доказательствам 
основных положений Analysis situs, изначально заданным 
материалом являются просто связанные между собой ку-
ски, из которых составляется многообразие. Новый анализ 
оставляет открытым лишь этот путь [...]

Поскольку мы имеем дело с движущейся в некотором кон-
тинууме переменной, нужно, согласно новой теории, как бы 
парить над континуумом и нельзя, как ранее, опуститься на 
отдельную, хотя бы и произвольную точку. Исследователю, 
привыкшему к прежним методам, подобное требование по-
кажется вначале неудобным, но всякий заметит, как верно 
передает новый анализ и в этом пункте интуитивный харак-
тер континуума. Брауэровская концепция соединяет в себе 
высочайшую интуитивную ясность со свободой. На того, 
кто еще сохранил посреди абстрактного формализма ма-
тематики чувство интуитивной реальности, эта концепция 
должна действовать как избавление от какого-то тяжелого 
кошмара. Наконец, укажем еще как совершенно соединяют-
ся, взаимно поддерживая и укрепляя друг друга, обе части 
нового учения: интуитивная адэкватность континуума и 
логическая позиция по отношению к общим и экзистенци-
альным суждениям. 


Как уже говорилось, аксио-
ма эквивалентности целого 
числа и непрерывной дроби 
была с самого начала ис-
ключена Г.Кантором из рас-
смотрения для достижения 
«взаимной однозначности». 
Но и до него в анализе не 
учитывалось, скажем, что 
дискретная точка 1 может 
быть представлена интер-
валом  0,999...=1=1,00...1. 
Тождество  1=0,(9), сплошь и 
рядом используемое в ариф-
метике, не учтено в анализе, 
а из теории множеств было 
и вовсе выброшено «ради 
удобства». Поэтому мы 
можем с полной уверенно-
стью сказать, что разделение 
арифметики и геометрии, 

существовавшее в античной 
науке, продолжает суще-
ствовать и в так называемой 
«современной математи-
ке». Изменилось лишь то, 
что теперь из арифметики 
убрали аксиому неделимо-
сти единицы и широко при-
меняют дроби, используя 
аксиому эквивалентности 
целого и непрерывной дро-
би, а в анализе продолжают 
рассматривать точки как 
некие числовые атомы или 
элементы множеств. То есть 
математика до сих пор раз-
делена на области, в которых 
не существует общего опре-
деления дискретного числа 
и непрерывной величины. 
При этом математики про-
должают упорно верить в 
«истинность» и «непроти-
воречивость» такой науки, 
страдающей, если исполь-
зовать клиническую терми-
нологию, патологическим  
«раздвоением личности».  
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IN BREVI

Излишне представлять Андрея Ни-
колаевича Колмогорова — это имя 
известно каждому — не только 

в России, но и далеко за ее пределами. Его 
влияние на развитие математической науки 
в самых разных ее областях вполне сопо-
ставимо с тем влиянием, которое оказывали 
выдающиеся математики-универсалы Анри 
Пуанкаре и Дэвид Гильберт в начале ХХ века.   

Одной из первых фундаментальных работ 
А.Н. Колмогорова была статья «О принци-
пе tertium non datur» (1925), в которой он 
привел свою интерпретацию интуиционистской логики 
суждений, обосновав логический принцип противоречи-
вости без применения закона исключенного третьего. Ре-
зультат, к которому пришел А.Н. Колмогоров, он вкратце 
описал так: «Применение принципа t. n. d. никогда не при-
ведет к противоречию. В самом деле, если бы при его по-
мощи была получена ложная формула, то соответствую-
щая формула псевдоматематики была бы доказана и без 
его помощи и все же приводила бы к противоречию». Ина-
че говоря, если в основаниях математики и существует 
фатальное противоречие, то ни формальная, ни интуици-
онистская логика не смогут выявить его используемыми в 
них средствами. Разница этих двух подходов лишь в том, 
что интуиционизм допускает, а формализм не допускает 
существование такого противоречия.

Эта интерпретация очень важна, поскольку она объяс-
няет, почему Брауэр, Вейль, Гейтинг и другие интуицио-
нисты могли критиковать трансфинитные абстрактные 
суждения, но продолжали признавать классическое дока-
зательство Гиппаса об иррациональности √2, полученное 
с применением принципа t. n. d., хотя по всем признакам, 
громогласно провозглашенным в интуиционизме, вывод 
Гиппаса также не заслуживал доверия.  

А.Н. Колмогоров

Принцип
«tertium non datur»

и псевдоматематика

Введение 

Работами Брауэра обнаружена незаконность упо-
требления принципа tertium non datur в области 
трансфинитных умозаключений. Нашей задачей 

является выяснение причины того, что это незаконное 
употребление не привело до сего времени к противоре-
чиям и даже самая незаконность его оставалась часто не-
замеченной. 

Значение в приложениях могут иметь лишь финитные 
выводы математики. Но для обоснования финитных вы-
водов часто употребляются трансфинитные умозаклю-
чения. Брауэр считает поэтому, что и интересующиеся 
лишь финитными результатами математики не могут 
пренебрегать интуитивистской критикой принципа 
tertium non datur. 

Мы доказываем, что все финитные выводы, получен-
ные посредством трансфинитного применения принци-
па tertium non datur, верны и могут быть доказаны и без 
его помощи. 

Текст публикуется по изданию:
Колмогоров А.Н. Избранные труды. 

Математика и механика. М., «Наука», 1985. 
(«О принципе tertium non datur», С.45-69)*

* В публикацию не вошли §2, §3, §4 из раздела V Приложения.

➢
На самом деле своей задачей 
А.Н.Колмогоров считал не 
доказательство существова-
ния противоречий, а доказа-
тельство того, что обычная 
математика не должна содер-
жать противоречий. Он не 
разделял взгляды интуици-
онистов, согласно которым 
истинность математических 
понятий определяется уров-
нем развития интуиции, для 
него «математические объ-
екты являлись абстракция-
ми реально существующих 
форм независимой от наше-
го духа действительности» 
(Колмогоров А.Н. Избран-
ные труды. М., 1985. С.395). 
Но поднятая им проблема о 
возможном существовании 
«псевдоистинной» матема-
тики оказалась предвестием 
результатов К.Геделя, соглас-
но которым доказать непро-
тиворечивость математики, 
вообще говоря, невозможно.    
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Естествен вопрос: имеют ли какой-либо смысл те 
трансфинитные посылки, которые послужили для полу-
чения правильных финитных выводов? 

Мы доказываем что всякий вывод, полученный при 
помощи принципа tertium non datur, верен, если только 
вместо каждого суждения, входящего в его формули-
ровку, поставить суждение, утверждающее его двойное 
отрицание. Мы назвали двойное отрицание суждения 
его «псевдоистинностью». Таким образом, в математи-
ке псевдоистинности законно применение принципа 
tertium non datur. 

Необходимость введения подобных понятий «псев-
досуществования» и «псевдоистинности» давно чув-
ствовалась в математике, хотя бы в связи с вопросом об 
аксиоме Цермело. Но только теперь один из видов псев-
доистинности получил строгое определение и обоснова-
ние в виде аксиом, применимых в области псевдоистин-
ности и не применимых к подлинной истинности. 

I. Формальная и интуитивистская 
точки зрения 

§ 1. С формальной стороны математика является сово-
купностью формул (см. [1, с. 152]). Формулы — это ком-
бинации определенного запаса элементарных символов. 
В основе математики лежат определенная группа фор-
мул, называемых аксиомами, и определенные правила 
построения новых формул, исходя из данных (формул); 
такими правилами являются в настоящее время вывод 
по схеме                               и правила подстановки частных 
значений вместо символов переменных различного рода. 

Определенная группа формул в противоположность 
аксиомам, заведомо «истинным», признается заведомо 
«ложной». Система аксиом называется «непротиворечи-
вой», если в результате вывода из них, совершаемого со-

гласно правилам, не может получиться ни одной из фор-
мул, считаемых «ложными». 

§ 2. Формальная точка зрения на математику утвержда-
ет, что выбор аксиом, лежащих в основе ее, произволен 
и подчиняется лишь соображениям практического удоб-
ства, лежащим вне математики и, конечно, более или ме-
нее условным.1 Единственное абсолютное требование, 
предъявляемое каждому математическому учению, это, с 
рассматриваемой точки зрения, требование непротиво-
речивости лежащих в его основе аксиом. 

Истинными называются формулы, доказуемые на ос-
новании аксиом, ложными — приводящие к противоре-
чию. Вопрос о истинности или ложности непротиворе-
чивой, но и недоказуемой формулы с формальной точки 
зрения не имеет смысла. Существование таких формул 
указывает на неполноту системы аксиом. Неполная си-
стема аксиом может быть пополнена, если это почему-
либо желательно, путем признания за аксиому одной из 
недоказуемых и непротиворечивых формул или, с таким 
же правом, ей противоположной. Выбор формулы, при-
нимаемой за новую аксиому, среди различных противо-
речащих друг другу подчинен таким образом лишь сооб-
ражениям удобства. 

§ 3. Интуитивистская точка зрения исходит из призна-
ния реального значения математических предложений. 
Аксиомы, лежащие в основе математики, признаются 

1 См. [2, введение]. Близок к этой точке зрения и Гильберт: 
для него абсолютными истинами (absolute Wahrheiten) явля-
ются лишь предложения «метаматематики», т. е. утвержде-
ния о непротиворечивости, но, с другой стороны, и формулы 
обычной математики (eigentliche Mathematik), по его мнению, 
все же являются выражением некоторых мыслей (Gedanken) 
(см. [1, с. 152—153]). 
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за выражение данных нам фактов. Эта точка зрения до-
пускает формальный метод изучения математических 
построений как один из возможных, но противоречит 
формальному взгляду на математику в целом. 

Совершенно иначе, чем с чисто формальной, решается 
с интуитивистской точки зрения вопрос о природе недо-
казуемых, но и непротиворечивых предложений. Пусть 
для некоторой области математики, например геоме-
трии, дана система аксиом. Аксиомы эти являются вы-
ражением свойств объекта изучения, в частном случае 
— пространства. Пусть далее, некоторое предложение 
избранной области не может быть доказано на основа-
нии данных аксиом, но и не приводит к противоречию. С 
интуитивистской точки зрения может представиться два 
случая. Во-первых, может случиться, что истинность или 
же ложность рассматриваемого предложения следует из 
непосредственного усмотрения; в этом случае можно 
принять в качестве новой аксиомы данное предложение, 
если оно истинно, или, если оно ложно, ему противопо-
ложное. Во-вторых, может случиться, что предложение 
неопределенно, т. е. истинность его или ложность не 
извлекаются из непосредственного усмотрения; в этом 
случае можно лишь попытаться вывести рассматривае-
мое предложение из других непосредственно очевидных; 
если же это не удастся, то необходимо считать предло-
жение неопределенным, так как возможно, что впослед-
ствии нам придется принять как очевидно истинные ак-
сиомы, из которых можно будет вывести его истинность 
или ложность, что же именно — неизвестно. 

§ 4. Формальная точка зрения выдвигается и в мате-
матической логике. Мы в этой работе сталкиваемся с 
ней именно на почве логики. Тем не менее основанием 
для формальной точки зрения в математической логике 
является отрицание реального значения математиче-
ских предложений. В самом деле, к реальности никто не 

предложил бы применять логические формулы, не име-
ющие реального значения. Таким образом, поскольку 
математическая логика признается только формальной 
системой, формулы которой не имеют реального значе-
ния, постольку отделяется от общей логики: формальная 
точка зрения может существовать только в математике 
и математической логике, но не в обыкновенной логике, 
претендующей на значимость в применении к действи-
тельности. 

Мы же не отделяем от общей логики особой «матема-
тической логики», но признаем только, что своеобразие 
математики как науки создает для логики особые про-
блемы, которые исследуются специальной «логикой ма-
тематики». Только в ней возникает сомнение в безус-
ловной применимости принципа tertium non datur. 

§ 5. Различие двух установленных точек зрения прояв-
ляется уже в области логики суждений. Мы понимаем в 
дальнейшем под общей логикой суждений науку, иссле-
дующую свойства произвольных суждений в отношений 
их истинности, ложности и процесса вывода независимо 
от их состава (каждое суждение считается неразложи-
мым элементом исследования). Формальное выражение 
общей логики суждений осуществляется при помощи 
символов произвольного суждения А, В, С, . . . , символа 
следования А  В и символа отрицания Ā. 

Гильберт предложил следующую систему аксиом логи-
ки суждений (см. [1, с. 153]): 


Для понимания того, о чем 
здесь конкретно может идти 
речь, опять же очень удобно 
сослаться на теорему Гиппа-
са: если использованный им 
к бесконечной последова-
тельности десятичной дроби  
√2=1,414... метод «четных» 
и «нечетных» вызывает со-
мнение, то возможны три 
варианта, 1) найдется спо-
соб непосредственно узреть, 
что 1,414... ни на каком шаге 
не образует период, и тогда 
вывод Гиппаса истинен, 2) 
найдется способ, позволя-
ющий непосредственно уз-
реть период в дроби 1,414..., 
такой что от него зависит 
каждый шаг этой последо-
вательности, и тогда вывод 
Гиппаса о несоизмеримости 
диагонали будет ложным, 3) 
может оказаться, что таких 
непосредственных способов 
не найдено или не существу-
ет, и тогда следует признать, 
что нам неизвестно, обла-
дает дробь √2=1,414... пери-
одом или нет.  Уже более 10 
лет был наден способ, по-
зволяющий представить эту 
дробь как периодическую 
√2=1,414_(707_), однако в 
формальной математике не 
ставится вопрос даже о 3), 
что неизвестно, есть или нет 
период  у таких чисел, как √2.
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Внутренняя непротиворечивость этих аксиом доказы-
вается крайне элементарно (см. [3]). С формальной точ-
ки зрения этого достаточно, чтобы принять их за основу 
общей логики суждений. 

Кроме того, система Гильберта является полной: она не 
может быть пополнена без противоречия новой незави-
симой аксиомой. Точнее: всякая формула, написанная в 
символах логики суждений, хотя бы такая, как

или может быть доказана на основании аксиом Гильберта 
или же из нее при помощи тех же аксиом можно извлечь 
следствие A, т.е. истинность произвольного суждения. 

§ 6. С интуитивистской точки зрения взаимная непро-
тиворечивость аксиом Гильберта отнюдь не достаточна 
для их признания. В следующей главе мы проанализиру-
ем источники их значимости для суждений вообще и для 
частных видов суждений. 

Из двух гильбертовых аксиом отрицания аксиома 6 в 
несколько необычной форме выражает принцип tertium 
non datur. Необоснованность применения этого прин-
ципа к произвольным суждениям была показана Брауэ-
ром2. Аксиома 5 употребляется только в символическом 

2 См. [4, с. 252]. Гильберт тоже считает принцип tertium non datur в применении к 
бесконечным совокупностям объектов не очевидным интуитивно. Символически 
он выражает его в этом случае двумя формулами 

 
                                                
(см. [1, с. 153]). Что же касается принципа tertium non datur в общей логике сужде-
ний (аксиома 6), то Гильберт ничего не говорит о его интуитивной очевидности; по-
видимому, он считает ее несомненной. Эти взгляды Гильберта не связаны неразрывно 
с основной чисто формальной его задачей — исследованием непротиворечивости; 
они кажутся нам неверными. Во-первых, аксиома 6 не является интуитивно очевид-
ной. Отношение ее к финитной логике (finite Logik) только кажущееся: в то время как 
истинность аксиом следования 1—4 усматривается независимо от содержания сужде-
ний, истинность аксиомы 6, как будет выяснено в следующей главе, требует для свое-
го оправдания привлечения содержания суждений, содержание же это может быть и 
трансфинитным. Во-вторых, если аксиомы 1—6 признаны, то приведенные выше две 
формулы могут быть доказаны при помощи нескольких аксиом, интуитивная очевид-
ность которых не может подлежать сомнению. Доказательства мы дадим в главе V, для 
оправдания же следующих ниже исследований достаточно и первого эргумента. 

изложении логики суждений, поэтому критика Брауэра 
не коснулась ее, тем не менее она также не имеет интуи-
тивных оснований. 

Таким образом, вместе с критикой аксиом Гильберта 
мы должны будем предложить новые аксиомы отрица-
ния, приложимость которых к произвольным суждени-
ям была бы удостоверена. 

II. Аксиомы логики суждений 

§ 1. Аксиомы общей логики суждений претендуют на 
значимость для всех суждений; следовательно, они долж-
ны вытекать из общих свойств суждений. Конечно, все 
дальнейшее является отнюдь не определением основных 
понятий и доказательством аксиом логики суждений, но 
разысканием об их интуитивных источниках, пользую-
щимся уже всеми понятиями и приемами логики. 

Суждение в логике суждений рассматривается как по-
следний элемент исследования. Когда рассматривают 
суждение независимо от заключенного в нем синтеза 
субъекта и предиката, остается единственное харак-
теристическое свойство суждения, отличающее его от 
других видов высказывания, данное Аристотелем:3 под-
лежать оценке с точки зрения истинности и ложности. 
Естественно попытаться вывести аксиомы общей логи-
ки суждений, не выходя за ее собственные пределы, т. е. 
только из указанного свойства суждения. В какой мере 
это возможно, мы исследуем в следующих параграфах 
этой главы.

§2. Значение символов А  В исчерпывается тем, что 
убедившись в истинности А, мы обязаны признать ис-
тинным и В. Или в формальном освещении: если написа-

3 De interp. 4; De anima III, 6. (Об истолковании, гл. 4; О душе, кн. 
III, гл. 6 (лат.).
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на формула А, мы можем написать и формулу В.4 Таким 
образом, отношение следования между двумя суждени-
ями не устанавливает никакого соотношения между их 
содержанием. 

Первая из гильбертовых аксиом следования, означа-
ющая «истинное следует из всего», вытекает из такого 
формального понимания следования: раз В само по себе 
истинно, то, признав А, мы также должны считать В ис-
тинным. Истинность остальных трех аксиом следования 
также легко усматривается на основании данного по-
нимания понятия следования. При этом характер рас-
сматриваемых суждений совершенно не затрагивается; 
следовательно, не может возникнуть сомнений в приме-
нимости этих аксиом к произвольным суждениям. 

Интересен вопрос о полноте системы четырех аксиом 
следования. После сказанного о полноте всей гильбер-
товой системы аксиом логики суждений, вопрос следует 
поставить так: истинной называется формула, доказы-
ваемая при помощи аксиом следования и аксиом отри-
цания; всякая ли истинная формула, написанная при 
помощи одних символов произвольного суждения и сле-
дования без символа отрицания, может быть доказа-
на на основе одних четырех аксиом следования?

 
§ 3. В отношении к законченному суждению, рассма-

триваемому как целое, отрицание является только за-
прещением признавать суждение истинным. Более 
полное представление об отрицании можно получить, 
рассматривая суждение как высказывание предиката о 
субъекте; отрицание явится тогда утверждением о несо-
ответствии предиката субъекту. 

Символ логики суждений А естественно выражает 
первое понимание отрицания как запрещения мыслить 

4 Именно это выражается схемой гильбертовой метаматема-
тики Зигварт также считает эту схему наибо-
лее общей схемой всякого вывода (см. [5, с. 372]). 


Это можно проиллюстри-
ровать примером, который 
приводит Г.Вейль в статье 
«Математика и логика»: 
«Математик отождествит 
красное и круглое, несмотря 
на их различные значения, 
если любое красное тело в 
мире окажется круглым» 
(Вейль Г. Математическое 
мышление. 1989. С.79). Та-
кие абсурдные миры, где 
каждое «нечетное» является 
«красным», каждое «крас-
ное» является «круглым», а 
каждое «круглое» являет-
ся «картошкой», где грань 
между различными поняти-
ями стирается, довольно ча-
сто возникают в математи-
ческих доказательствах. 

суждение А истинным. Между тем обычная логическая 
традиция сводит это первое понимание ко второму как 
более первичному.5 В применении к математическим 
суждениям это оказывается невозможным. 

Действительно, поскольку отрицание суждения яв-
ляется продуктом непосредственного усмотрения, по-
стольку второе понимание, исходящее из идеи неосу-
ществимости того синтеза, который создает суждение, 
ближе к существу дела, чем первое, опирающееся на 
чисто формальную идею запрещения. Но в случае полу-
чения отрицания в результате вывода сведение первого 
понимания ко второму уже не необходимо, а в случае ма-
тематических суждений иногда и невозможно. В самом 
деле, многие отрицательные суждения математики до-
казываются путем приведения к противоречию по схеме 

и не могут быть доказаны иным путем.6 
Таким образом, первое понимание отрицания является 

самостоятельным. Оно впервые выделено Брауэром, ко-
торый определяет отрицание как абсурдность (см. [4]). 
Оно опирается на второе, так как для вывода отрица-
тельного суждения приведением к противоречию надо 
уже иметь отрицательные же суждения, но в то же 
время оно шире его. 

§ 4. Первая из аксиом отрицания Гильберта: «из лож-
ного следует все» — появилась лишь с возникновением 
символической логики, как, впрочем, и первая из аксиом 
следования. Но в то время, как первая аксиома следова-
ния с интуитивной очевидностью вытекает из правиль-
ного понимания идеи логического следования, рассма-
триваемая теперь аксиома не имеет и не может иметь 
интуитивных оснований как утверждающая нечто о по-
следствиях невозможного: мы обязаны признать В, если 
признали ложным истинное суждение А. 

5 См., например, [5, с. 135 и след.].
6 См. в § 6 о принципе противоречия.
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Таким образом, первая аксиома отрицания Гильберта 
не может быть аксиомой интуитивистской логики суж-
дений, из какого бы понимания отрицания мы ни исхо-
дили. Этим, конечно, не исключается возможность, что 
она может быть доказуемой на основании других аксиом 
формулой. 

§ 5. Вторая аксиома отрицания Гильберта выражает 
принцип tertium non datur. Он выражен здесь в той фор-
ме, в которой применяется для выводов: если В следует 
из А и из не-А, то В истинно. Обычная его форма: «всякое 
суждение или истинно, или ложно»7 — эквивалентна вы-
шеприведенной.8 

Ясно, что из первого понимания отрицания как за-
прещения считать суждение истинным нельзя извлечь 
уверенности в истинности принципа tertium non datur; 
таких попыток, впрочем, и не делалось. Следовательно, 
для его оправдания необходимо обратиться к составу 
суждения: отношению предиката к субъекту. Уже в про-
стейшем случае суждения типа «все А есть В» в рассмо-
трение неизбежно входят отношения к предикату В всех 
возможных А, запас которых может быть и бесконечен. 
Брауэром показано,9 что в случае подобных трансфинит-

7 Простейшая формулировка Лейбница.
8 Символически вторая форма выражается так: A V Ā, где V 
означает «или». Эквивалентность обеих форм легко доказы-
вается на основании аксиом следования и следующих аксиом, 
определяющих значение символа V, заимствованных из рабо-
ты Аккермана [3]: 

               
9 См. [4] или же детально разобранный пример предложения, 
недоказуемого иначе, как с незаконным применением прин-
ципа tertium non datur, в статье [6]. 

ных суждений принцип tertium non datur и с этой точки 
зрения не может считаться очевидным. 

§ 6. Итак с интуитивистской точки зрения ни одна из 
двух аксиом отрицания Гильберта не может быть приня-
та за аксиому общей логики суждений. Мы предлагаем 
здесь следующую аксиому, которую назовем принципом 
противоречия: 

Смысл ее таков: если из А следует и истинность и лож-
ность некоторого суждения В, то само суждение А ложно. 

Обычный принцип противоречия: «суждение не может 
быть и истинным и ложным» — не может быть форму-
лирован в терминах произвольного суждения, следо-
вания и отрицания. Наш принцип содержит в себе не-
сколько больше, именно: из него в соединении с первой 
аксиомой следования вытекает и принцип reductio ad 
absurdum: если В верно и из А следует ложность В, то А 
ложно. 

Истинность предлагаемой аксиомы вытекает из про-
стейшего понимания отрицания как запрещения счи-
тать суждение истинным и не связана с рассмотрением 
содержания суждений. 

Систему из пяти аксиом: четырех аксиом следования 
(1) и только что установленной аксиомы отрицания (3) 
— я буду называть системой . Нам неизвестно формул 
общей логики суждений, обладающих интуитивной оче-
видностью в применении к произвольным суждениям, 
недоказуемых на основании этой системы аксиом. Тем 
не менее, вопрос является ли эта система аксиом полной 
системой аксиом интуитивистской общей логики сужде-
ний, остается открытым. 

§ 7. Принцип tertium non datur, как мы видели, хотя и 
не может быть признан за аксиому общей логики сужде-
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ний, в ограниченной области суждений, называемых Брауэ-
ром финитными, имеет силу. Здесь мы не будем исследовать 
границу области финитных суждений; задача эта не столь 
легка, как может показаться; поэтому мы ограничимся при-
знанием, что некоторая такая область существует. 

Помимо принципа tertium non datur, в области финит-
ного имеет силу принцип двойного отрицания, выража-
емый символически так:10

Само собою разумеется, что все пять аксиом общей ло-
гики суждений (система ) действительны и в области 
финитного. Систему аксиом, состоящую из аксиом си-
стемы  (т. е. (1) и (3)) и аксиомы двойного отрицания 
(4), мы будем называть системой . 

Система  эквивалентна системе аксиом Гильберта 
(1) и (2). Аксиомы следования в обеих системах общие. 
Для доказательства, следовательно, достаточно доказать 
формулы (3) и (4) на основании формул (2) и обратно, 
пользуясь в обоих случаях аксиомами следования. Дока-
зательство формул (3) и (4) на основании аксиом Гиль-
берта (1) и (2) мы не будем приводить, обратное же, опи-
рающееся на аксиомы (3) и (4), впервые введенные здесь, 
приводится в следующем параграфе. 

Для нас система  имеет то преимущество, что полу-
чается из системы  общей логики суждений путем до-
бавления одной аксиомы двойного отрицания; это зна-
чительно облегчает дальнейшие исследования. 

Ясно, что система , так же как и система Гильберта, 
является полной. Из нее можно вывести все формулы 
традиционной логики суждений. Все они являются ис-
тинными, если только заменить в них символы произ-
вольного суждения А, В, С, . . символами произвольного 

10 Формула А  не-не-А доказуема на основании системы 
. См. дальше формулу (34). 

финитного суждения Аf, Bf, Cf, ... Доказательство этого 
факта встречает некоторые трудности, которые выясня-
ются и преодолеваются в следующей главе.11 

§ 8. Будем обозначать аксиомы системы  (1), (3) и (4) 
их номерами 1—6. Подчеркнуты (двумя чертами) номера 
формул, опирающихся на аксиому 6, так как эти формулы 
имеют силу только в об ласти финитного, в то время как 
остальные действительны для произвольных суждений. 

11  См. § 4 гл. III.
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Таким образом, первая аксиома отрицания Гильберта 
доказана. 

Таким образом, и вторая аксиома Гильберта доказана. 
Формулы (12) и (24) являются из формул, доказуемых 

при помощи аксиом  без аксиомы двойного отрица-
ния, наиболее близкими к аксиомам отрицания Гильбер-
та. Вторая из них, приближающаяся к принципу tertium 
non datur, означает: если В следует и из истинности и из 
ложности А, то В не может быть ложным. В самом деле, 
допустим, что В ложно, тогда А не может быть истинным, 
так как из А следовало бы В, но из ложности А следовала 
бы истинность В. 

III. Частная логика суждений 
и область ее применимости 

§ 1. Формулы, доказуемые на основании аксиом , об-
разуют общую логику суждений. Совокупность формул, 

доказуемых на основании шести аксиом , будем назы-
вать частной логикой суждений.12 Содержание частной 
логики суждений богаче, чем общей, но область при-
менения уже. Все дальнейшее посвящено выяснению 
области применимости частной логики суждений. Эта 
область, может быть, и несколько уже, чем область при-
менимости принципа tertium non datur в гильбертовой 
форме. 

§ 2. Введем символы А
.
, В

.
, С

.
, . . ., обозначающие про-

извольное суждение, для которого из двойного отрица-
ния его следует само суждение. Таковы финитные суж-
дения. Таковы же все истинные суждения; это, впрочем, 
не найдет применения в дальнейшем. Брауэр показал, 
что таковы все отрицательные суждения (см. 16]). Дока-
зательство, приводимое ниже, опирается только на акси-
омы системы . 

На основании аксиом следования легко доказать фор-
мулу 

12 Общая логика суждений имеет и другое, реальное опре-
деление (см. § 5 гл. I). Частная логика суждений пока может 
быть определена только формально, так как реальное значе-
ние ее формул будет установлено лишь впоследствии.
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Последняя формула доказывает, что все отрицатель-
ные суждения суть суждения типа А

.
. 

Система аксиом  отличается от системы , имеющей 
универсальную применимость, только аксиомой двой-
ного отрицания. Для суждений типа А

.
 она выражается 

следующей формулой: 

Только эту формулу мы рассматриваем как истинную, 
формулу же (4) считаем необоснованной. 

Но из сказанного еще не следует, что все формулы 
частной логики суждений верны для суждений типа А

.
; 

в самом  деле, при их выводе аксиома двойного отрица-
ния (4) применяется не только к элементарным сужде-
ниям, что для нашего случая суждений типа А

.
 узаконе-

но формулой (37), но и к сложным формулам; между тем 
неизвестно, является ли, например, формула типа А

.
  В

. 
формулой типа А

.
. 

§ 3. Мы докажем теперь, что всякая формула, выражен-
ная в символах А

.
, В

.
, С

.
, . . ., следования и отрицания, 

является формулой типа А
.
. Для этого достаточно разо-

брать два простейших случая. 
Во-первых, всякое отрицательное суждение есть суж-

дение типа А
.
 в силу брауэровской формулы (36). 

Во-вторых, мы сейчас докажем, что суждение типа А
. 

 
В
.
является также суждением типа А

.
. 

Эта формула верна для произвольных суждений А и В. 
Заменяя А и В через А

.
 и В

.
, пользуясь формулой (37), 

легко вывести формулу  

 
которая и показывает, что суждения типа А

. 
 В

.
 при-

надлежат к типу А
.
. 

Восходя постепенно к более сложным формулам, мож-
но доказать утверждение начала параграфа. 

§ 4. Теперь можно утверждать, что все формулы част-
ной логики суждений верны для суждений типа А

.
 в том 

числе для всех финитных и для всех отрицательных суж-
дений. В самом деле, символы А

.
, В

.
, С

.
, . . ., А

.
  В

.
 и А

.
 

допускают все те операции, что и символы общей логики 
суждений: подстановку вместо символов А

.
, В

.
, С

.
, . . .  
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любой формулы, написанной в рассматриваемых симво-
лах, и вывод по схеме  ; кроме того, для 
них верны все шесть аксиом . 

Этим найдена точная граница области применимости 
частной логики суждений: область эта совпадает с обла-
стью применимости формулы двойного отрицания (4). 

IV. Математика псевдоистинности 

§ 1. В предыдущей главе мы установили, что все форму-
лы традиционной логики суждений могут быть действи-
тельно доказаны, как формулы частной логики сужде-
ний. Следует только признать, что они имеют отношение 
лишь к суждениям типа А

.
. При этом сами эти формулы 

оказываются формулами типа А
.
. 

Теперь ставится вопрос: можно ли аналогично, нало-
жив некоторые ограничения на их реальное толкование, 
восстановить значимость всех тех формул математики, 
которые доказываются при помощи незаконного при-
менения формул частной логики суждений, в частности 
принципа tertium non datur, вне области их применимо-
сти? Эта задача оказывается выполнимой. 

§ 2. Мы построим рядом с обычной математикой новую 
«псевдоматематику» так, что каждой формуле первой 
соответствует формула второй, и при этом так, чтобы 
каждая формула псевдоматематики была формулой типа 
А

.
. Пока мы не касаемся вопроса об истинности формул 

псевдоматематики; к нему мы вернемся в § 5 этой главы.
Формулой называется символ простой или сложный, 

выражающий суждение. Элементарными формулами, 
или формулами первого порядка, будем называть фор-
мулы, никакая часть которых не является формулой; та-
кова формула а = а. Формулой n-го порядка будем на-
зывать формулу, части которой являются формулами 
порядка не выше n — 1. Например, формула 

есть формула третьего порядка, так как ее составная 
часть А (а)  В (а) является формулой второго порядка. 

Элементарной формуле  соответствует в псевдома-
тематике формула 

выражающая двойное отрицание . В дальнейшем для 
удобства мы двойное отрицание  будем обозначать че-
рез n . 

Формуле n-го порядка F ( 1, 2,..., k), где 1, 2,...,
k — формулы не выше (n — 1)-го порядка, соответству-

ет в псевдоматематике формула 

причем 1
*, 2

*,..., k
*
  считаются уже определенными. 

Например, формуле 

соответствует в псевдоматематике формула 

Каждому символу, не являющемуся формулой, также 
соответствует определенный символ псевдоматематики. 
Символу простому или сложному, никакая часть которо-
го не является формулой, в псевдоматематике соответ-
ствует тождественный ему символ. Сложному символу, в 
состав которого входят формулы, соответствует символ, 
в котором все формулы  заменены формулами *

 . 

§ 3. Все формулы математики выводятся из аксиом,13 
которые мы обозначим 1, 2,. . ., k, при помощи опера-
ций подстановки частных значений вместо переменных 

13 В число аксиом математики здесь включаются и все акси-
омы логики.


Когда А.Н.Колмогоров вводил 
термин «псевдоматематика», 
он, конечно, не имел в виду 
математику формалистов (и 
уж тем более, не подразуме-
вал под этим математику ин-
туиционистов). Весь смысл 
введения такого «усиленно-
го» термина состоял в том, 
чтобы показать следующее: 
если в основах математики 
заложено фундаментальное 
противоречие, то оно за-
трагивает как математику  
формалистов, так матема-
тику интуиционистов, тогда 
окажется, что «псевдомате-
матикой» занимаются и те, 
и другие.



86 87

и вывода по схеме . Аксиомам в псевдо-
математике соответствуют формулы 1

*, 2
*,. . ., k

*. Мы 
докажем, что всякая формула псевдоматематики, соот-
ветствующая формуле, доказуемой на основании аксиом 

, является следствием формул *. Для доказательства 
достаточно установить следующие два факта. 

Во-первых, если при подстановке в формулу  вме-
сто переменных частных значений получается фор-
мула ,  то при подстановке в формулу * на соответ-
ствующие места соответствующих формул и символов 
получается формула  *. 

Во-вторых, аналогично схеме  верна схе-
ма

В самом деле, 

так как  * и   * являются формулами типа А
.
’, то по 

формуле (47) имеем 

Таким образом, мы видим, что всякому правильному 
доказательству в области обычной математики соответ-
ствует правильное доказательство в области псевдома-
тематики. Отсюда вытекает истинность выставленного в 
начале параграфа предложения. 

§ 4. Пяти аксиомам общей логики суждений соответ-
ствуют в псевдоматематике следующие формулы: 

Формулы эти могут быть получены посредством под-
становки nА, nВ, nС вместо А

.
, В

.
, С

.
 из следующих: 

Формулы (55), как формулы частной логики суждений, 
мы имеем право доказывать, пользуясь всеми аксиомами  

 или всеми аксиомами Гильберта. Доказательство их не 
представляет затруднений. Таким образом, все формулы 
(54) оказываются истинными. Из этого следует, что все 
формулы псевдоматематики, соответствующие истин-
ным формулам общей логики суждений, истинны. 

§ 5. Все известные нам аксиомы математики обладают 
тем же свойством, как и аксиомы общей логики сужде-
ний: формулы, соответствующие им в области псевдома-
тематики, истинны. Например, аксиоме 

соответствует истинная формула 

Будем называть аксиомы, обладающие формулирован-
ным выше свойством, аксиомами типа . Назовем да-
лее формулами типа  формулы, доказуемые на основе 
аксиом типа . Все известные нам аксиомы и формулы 
математики принадлежат к типу  .14

В силу сказанного выше та часть псевдоматематики, фор-
мулы которой соответствуют формулам типа , приобре-
тают реальное значение: все формулы ее истинны, так 

14 Иногда в математике признавались за аксиомы формулы, 
истинность которых не очевидна; такова, например, так на-
зываемая аксиома Цермело. Но и они обладают свойством  
 *.
	

➢ 
Здесь А.Н.Колмогоров упо-
требляет квантор всеобщ-
ности «все аксиомы», харак-
терный для формального 
стиля, что в интуициониз-
ме недопустимо. Напри-
мер, со времен античности 
известна аксиома недели-
мости единицы, которая не 
может принадлежать клас-
су истинных. Кроме того, 
как заметил Пуанкаре, 
существуют еще и «скры-
тые аксиомы» (Пуанкаре 
А. О науке. М., 1983. С.36).  
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как они являются следствиями истинных формул, со-
ответствующих в псевдоматематике аксиомам типа . 
Название «псевдоматематика» для этой ее части, толь-
ко пока и существующей, становится неподходящим: она 
как собрание истинных формул является частью насто-
ящей математики. 

Будем называть суждение псевдоистинным, если ис-
тинно его двойное отрицание. Суждение типа n  ут-
верждает таким образом псевдоистинность суждения  

. Формулы псевдоматематики выражают всегда только 
суждения о псевдоистинности. Мы имеем право назвать 
поэтому ту часть псевдоматематики, которая имеет ре-
альное значение, математикой псевдоистинности. 

§ 6. В обычном изложении математики ряд выводов 
получается посредством незаконного употребления 
формул частной логики суждений, например принципа 
tertium non datur. Все эти случаи, как было показано, мо-
гут быть сведены к употреблению принципа двойного 
отрицания 

Рассмотрим те из этих выводов, которые, кроме неза-
конной формулы (4), опираются только на аксиомы типа  

. Формулы, их выражающие, будем называть форму-
лами типа  ’. 

Построим формулы псевдоматематики, соответствую-
щие формулам  ’. Все они будут следовать из формул 

*, соответствующих аксиомам типа , и из формулы 

соответствующей формуле (4). 
Формула E6) является истинной. В самом деле, она вы-

текает в силу формулы (34) из следующей: 


Античная аксиома неделимо-
сти единицы входит в класс 
R, так как математики при-
знают теорему Гиппаса, до-
казанную с ее применением. 
Но легко доказать, что для 
нее не выполняется даже 
простая формула a = a или 
1 = 0,(9). Поэтому эти слова 
А.Н.Колмогорова относятся 
только к аксиомам геоме-
трии, которые были фор-
мализованы и проверены 
Д.Гильбертом. Однако сам 
Гильберт считал, что это-
го, очевидно, недостаточ-
но, что математику можно 
будет назвать «настоящей 
математикой» лишь тогда, 
когда будет доказана также 
непротиворечивость аксиом 
арифметики, то есть будет 
положительно решена 2-я 
проблема Гильберта. Ког-
да Колмогоров писал эту 
статью (1925 год), ему еще 
не был известен результат 
К.Геделя (1931 год), соглас-
но которому невозможно 
доказать непротиворечи-
вость системы аксиом S, 
охватывающей арифметику 
целых чисел, средствами са-
мой этой системы, а в рам-
ках другой, более полной 
системы S1 можно доказать 
лишь противоречивость S. 
То есть мы можем с полной 
уверенностью утверждать, 
что современная математи-
ка — это именно «псевдома-
тематика». И этой псевдо-
наукой (если мы признаем 
математику наукой, а не раз-
новидностью литературы, 
где возможны любые, даже 
самые вздорные фантазии) 
в наши дни занимаются все 
математики, включая, в зна-
чительной мере, и самих 
интуиционистов. В связи с 
этим не лишним будет за-
метить, что правительства, 

различные фонды и нало-
гоплательщики всего мира 
вполне легально занимают-
ся финансированием псев-
донауки... Если министер-
ство образования РФ (после 
ухода министра Фурсенко) 
хотя бы предприняло по-
пытку вникнуть в суть про-
блемы, то Российская акаде-
мия наук привычно хранит  
«царственное молчание», не 
желая ни вникать, ни рас-
сматривать, ни обсуждать, 
ни формулировать пробле-
му, которой будет «в обед 
сто лет», не говоря уже о 
каких-то конкретных, не бю-
рократических действиях по 
ее решению. Не хочется бро-
сать тень на всех, но факт 
в том, что в России нет ни 
одного интуициониста или 
философа математики с ми-
ровым именем, так как все 
направления, критикующие 
фундаментальную науку, 
планомерно были уничто-
жены и низведены в научной 
среде на нет, чтобы никто не 
мешал «рулить» большой 
наукой.    

Формула (57) может быть получена посредством под-
становки из формулы частной логики суждений 

в частной же логике суждений, как известно, четное по-
вторение отрицания приводится к утверждению. 

Таким образом, в то время как рассматриваемые формулы 
обычной математики основаны на незаконном употребле-
нии формулы (4), соответствующие формулы псевдомате-
матики опираются на истинную формулу (56). 

Итак, окончательно получим: 
Все выводы обычной математики, основанные на упо-

треблении вне области финитного формулы двойно-
го отрицания и других формул, от нее зависящих (как 
принцип tertium non datur), не могут считаться твердо 
установленными. 

Но поскольку кроме этой формулы, они опираются 
только на аксиомы типа , а других пока неизвестно, 
постольку соответствующие формулы псевдоматемати-
ки являются истинными и, следовательно, входят в мате-
матику псевдоистинности. 

Иначе говоря, все выводы, основанные на аксиомах 
типа  и формуле двойного отрицания, верны, если 
мы каждое входящее в них суждение будем понимать 
в смысле утверждения о его псевдоистинности, т. е. его 
двойного отрицания. 

V. Приложения 

§ 1. Обнаружив незаконность применения принципа 
tertium non datur к трансфинитным суждениям, Брауэр 
поставил задачу обоснования математики без помощи 
этого принципа, которую в значительной мере и вы-
полнил.15 Но при этом выяснилось, что существует ряд 

15 См., например, [7].

➢ 
Двойное отрицание «1 не 
не является нечетным, а 
значит является нечет-
ным» псевдоистинно, т.к. 
1=0,(9), а 0,(9)  уже не явля-
ется нечетным. Это  значит, 
что как раз не все выводы из 
R будут верны. Как сказал 
выше сам Колмогоров, если 
выявить другие, «неизвест-
ные пока» аксиомы, выводы 
из R не обязательно будут 
верными. Поэтому пре-
ждевременно заключать, 
что все формулы псевдома-
тематики истинны. Просто 
другое заключение форма-
листы не допустили бы для 
публикации в «Математи-
ческом сборнике».  
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математических предложений, которые не могут быть 
доказаны без помощи отвергнутого Брауэром принципа 
t. n. d. Далее мы рассмотрим некоторые примеры таких 
предложений. 

Мы показали в предыдущих главах, что наряду с изло-
жением математики без помощи принципа t. n. d. может 
быть сохранено и обычное изложение. Правда, при этом 
всем предложениям надлежит придать ограничительное 
толкование, именно: каждое суждение обычной матема-
тики надо заменить утверждением о его псевдоистинно-
сти. Но это изложение все же сохраняет два замечатель-
ных свойства. 

1. Если при помощи рассуждений, основанных на при-
менении принципа t. n. d., хотя бы и в области транс-
финитного, получен финитный вывод, то вывод этот 
истинен в обычном понимании. В самом деле, он может 
в силу предыдущего быть доказан, как вывод о псевдо-
истинности; в области же финитного псевдоистинность 
совпадает с обычной истинностью. 

2. Применение принципа t. n. d. никогда не приведет к 
противоречию. В самом деле, если бы при его помощи 
была получена ложная формула, то соответствующая 
формула псевдоматематики была бы доказана без его по-
мощи и все же приводила бы к противоречию.16

Первое из этих положений противоречит одному за-
мечанию Брауэра,17 который считает, что финитные вы-
воды, основанные на трансфинитном применении прин-
ципа t. n. d., также должны считаться недостоверными. 

§ 5. Прекрасный пример предложения, недоказуемого 
без помощи незаконного применения принципа tertium 

16 Предполагается, что все рассматриваемые аксиомы явля-
ются аксиомами типа  , кроме того, что формулы, прзнан-
ные заведомо ложными,   таковы, что соответствующие им   

* также ложны. 
17 См. [4, с. 252, примеч.].


Мнение Брауэра, в самом деле, 
кажется на первый взгляд не-
соответствующим никакой 
действительности. Например, 
если в группе n-ное число лю-
дей, то мы можем использо-
вать t. n. d. для определения 
числа женщин (y), зная число 
мужчин (х). То есть n—х = y. 
Но вопрос в том, абсолют-
но ли всегда этот принцип 
будет работать верно? Разве 
не может оказаться в реаль-
ности, что  кто-то из них не 
имеет определенного пола? 
Думается, уж в наши-то дни 
все слыхали, что есть люди, 
не относящие себя к (y) или 

non datur, дан Брауэром (см. [6]): нельзя считать дока-
занным, что всякое действительное число имеет разло-
жение в бесконечную десятичную дробь. Брауэром даже 
указано определенное число, про которое неизвестно, 
имеет ли оно первую цифру десятичного разложения. 

Таково же предложение, утверждающее, что дополне-
ние к замкнутому множеству есть область, т. е. что каж-
дая точка, не принадлежащая к замкнутому множеству, 
содержится в некотором интервале, не заключающем 
в себе точек замкнутого множества.18 Доказательство, 
как известно, осуществляется так: в силу принципа t. n. 
d. в форме § 2 этой главы или все интервалы, содержа-
щие взятую точку, заключают в себе точки множества, 
или существует хотя бы один, их не содержащий; первое 
предположение приводит к противоречию, так как из 
него следует, что точка принадлежит множеству, следо-
вательно, верно второе. В противоположность примеру 
Брауэра мы не умеем указать определенное замкнутое 
множество и определенную внешнюю для него точку, 
для которых было бы сомнительным существование 
требуемого интервала. 

§ 6. Интереснее следующий пример: нельзя доказать без 
помощи принципа t. n. d. все предложения, доказатель-
ство которых сводится обычно к применению принципа 
трансфинитной индукции. Таково, например, предложе-
ние: каждое замкнутое множество является суммой со-
вершенного и счетного множества. 

Часто проводят доказательство подобных предложений 
без помощи принципа трансфинитной индукции. Но все 
такие доказательства опираются на принцип t. n. d., при-
мененный к бесконечным совокупностям, или на прин-
цип двойного отрицания. 

Важно отметить, что сам принцип трансфинитной ин-
дукции может быть выведен без всяких новых по срав-

18 Пример указан П. С. Новиковым.

(х) либо относящие себя и к 
(y), и к (х). Можно было бы 
даже назвать это эффектом 
Бредли Менинга: вы не можете 
точно подсчитать количество 
мужчин в n-ой группе амери-
канских солдат, если Менинг 
находится в процессе изме-
нения пола. Поэтому, если 
математика претендует на не-
которое описание реальности, 
следует учитывать, что даже в 
конечных множествах при-
менение принципа «третье-
го не дано» может привести к 
появлению недостоверного 
умозаключения. А раз так, то 
замечание Брауэра относи-
тельно финитных множеств 
все-таки нельзя полностью 
исключать из рассмотрения, 
хотя оно учитывает, порой, 
ненормальную в обычной ло-
гике сужнений ситуацию. Но 
если мы обратимся к области 
физики, то и здесь нельзя ут-
верждать, например, что если 
среди двух частиц одна имеет 
заряд «минус», то другая обя-
зательно имеет заряд «плюс», 
т.к. существуют и нейтроны, 
не имеющие заряда.      
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нению с теорией точечных множеств допущений, но обя-
зательно с применением принципа t. n. d. Следует только 
формулировать принцип трансфинитной индукции, не 
употребляя термина «трансфинитное число», введение 
которого потребовало бы новых аксиом. Будем вместо 
этого рассматривать расположенные вполне упорядо-
ченно, слева направо, множества рациональных чисел. 
Будем называть отрезком такого множества его часть, 
расположенную левее какой-либо точки, принадлежа-
щей или не принадлежащей ему. Отрезок всегда будет 
тоже вполне упорядоченным множеством. Множество 
отрезков само также будет вполне упорядоченным. На-
зовем отрезок правильным, если существуют точки мно-
жества, ему не принадлежащие. 

Принцип трансфинитной индукции формулируется 
теперь так. Пусть некоторое свойство J, могущее быть 
присущим или не присущим вполне упорядоченным 
множествам рациональных чисел, удовлетворяет следу-
ющим условиям. 

1. Множества, состоящие из одной точки, обладают 
свойством J. 

2. Если все правильные отрезки некоторого множества 
обладают свойством J, то и само множество им обладает. 
При этих условиях все вполне упорядоченные множе-
ства рациональных чисел обладают свойством J. 

Так формулированный принцип трансфинитной ин-
дукции может быть использован в тех же случаях, как 
и обычный. Доказательство его проводится так: или все 
множества обладают свойством J, или существует такое 
множество Е, которое им не обладает; второе предпо-
ложение приводит к противоречию: среди отрезков Е 
должен быть первый, не обладающий свойством J, суще-
ствование же такого отрезка противоречит условиям. 

Приведенных примеров достаточно, чтобы показать, 
что наряду с развиваемым Брауэром изложением ма-
тематики без помощи принципа t. n. d. должно быть 

сохранено обычное изложение, пользующееся этим 
принципом, правда, только как изложение математики 
псевдоистинности. 

Москва, 30 сентября 1925 г. 
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От редакции

В декабрьском номере «De Lapide Philosophorum» 
была опубликована статья «Аристотель: основа-
ния математики и теорема Гиппаса» Д.С. Клещева 

(DLP, 2016, № II (010), С. 146-164), посвященная интуицио-
нистской критике античной теоремы, которая часто рас-
сматривается как теорема существования квадратичных 
иррациональностей.

Отзывы на эту статью показали, насколько мало извест-
но об интуиционизме в современном обществе. Смысл их 
сводился к тому, что теорема Гиппаса «сама по себе» до-
казана вполне корректно, поэтому ее можно продолжать 
использовать в математике, где применяются непрерыв-
ные десятичные дроби, даже если античные математики 
пользовались аксиомой неделимости единицы и не знали 
десятичных дробей. 

Подобная позиция, согласно которой никому не позво-
лено подвергать сомнению теоремы, составляющие осно-
вы основ «общепризнанной науки», отнюдь не нова. Одна-
ко критика оснований математики не является частным 
мнением одного человека, — это направление, к развитию 
которого имели отношение многие выдающиеся матема-
тики ХХ века, и чтобы это утверждение не показалось 
кому-то голословным, в данном выпуске «De Lapide» были 
представлены статьи основателя интуиционизма Лейтзе-
на Брауэра, а также всемирно известных математиков — 
Германна Вейля и Андрея Николаевича Колмогорова. 

Конечно же, кроме них были и другие исследователи, 
которые видели в интуиционизме источник математиче-
ского вдохновения. Но следует признать, что эта концеп-
ция никогда не лежала на поверхности «информационного 
поля» и до сих пор является своего рода «математическим 
андеграундом». Тем не менее, это не повод, чтобы вводить 
запрет на обсуждение математических и философских 
проблем, выдвигаемых интуиционистами. 

Д.С. Клещев

Доказуемость противоречий 
в основаниях математики

типа  

Не нужно быть академиком, чтобы разоблачить 
шарлатана, который выманивает деньги у до-
верчивых людей, сидя перед хрустальным ша-

ром и общаясь с воображаемыми объектами. Но пред-
ставьте себе ситуацию, что точно такие же шарлатаны, 
манипулирующие воображаемыми объектами, сидят во 
всех университетах и институтах мира, обучают детей во 
всех школах. Представьте, что такие же точно мошенни-
ки управляют финансовыми потоками, создают гипно-
тическую виртуальную реальность, контролируют ав-
торитетные научные журналы, разрабатывают теории о 
пространственно-временном континууме, не имея опре-
деления самого континуума. Не правда ли, картина вы-
рисовывается абсурдная? Разве может мир науки быть 
по глубинной своей сути — псевдонаучным миром?

Ум сугубо математический будет работать правильно, 
только если ему заранее известны все определения и начала, 

в противном случае он сбивается с толку 
и становится невыносимым.

Блез Паскаль. «Различие между познанием 
математическим и непосредственным» 
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Кому-то, возможно, это могло бы напомнить вре-
мена средневековья, когда в ведущих универси-
тетах Европы преподавали астрологию и гео-

центрическую систему Птолемея, а для лечения любых 
недугов врачи занимались кровопусканием. Однако ана-
логичная ситуация, несомненно, имеет место и в наши 
дни. Более того, если уровень развития науки опреде-
лить как соотношение знания и незнания, то в современ-
ной науке незнания окажется существенно больше, чем в 
науке средневековой.  

Разумеется, средневековый ученый не знал и полови-
ны того, что сегодня знает обычный школьник средней 
успеваемости, но и вопросов, которые могли бы возник-
нуть в голове у средневекового ученого, было на многие 
порядки меньше, чем теперь. По всей видимости, в схо-
ластической науке был достигнут даже такой уровень 
«знаний», когда вопросов в академическом сообществе 
вообще не возникало, а кто пытался их задавать — тут 
же объявлялся невеждой или еретиком.

Поэтому далеко не всегда заявленный и демонстри-
руемый учеными уровень знаний, достигнутых челове-
чеством, соответствует уровню реального понимания, 
существующего на данный момент в научной среде. И 
чем громче в мире науки кричат про «покорение Луны, на 
которую ступила нога человека», про полную «расшиф-
ровку человеческого генома», про обнаружение «части-
цы Бога», про появление нового вида «информационного 
общества», тем больше возникает сомнений, что ученые 
вообще понимают, о чем они говорят, подобно тому, как 
кибернетическая машина не понимает информации, ко-
торую получает, обрабатывает и выдает в соответствии 
со своей программой.

Если бы ученые более охотно рассказывали нам о про-
блемах, а не об успехах математических, физических, биоло-
гических и прочих наук, то очень быстро бы выяснилось, 
что многие важнейшие проблемы, сформулированные в 

прошлом веке на волне стремительного научно-техни-
ческого прогресса, до сих пор не решены, а некоторые 
были незаметно списаны учеными в раздел «неразреши-
мых». При этом никто не желает обращать внимание, что 
ряд научных теорий развивается только на том шатком, 
гипотетическом основании, что в начале ХХ века реше-
ние соответствующих фундаментальных проблем каза-
лось большинству ученых вполне выполнимой задачей. 

И вот с непреодолимой силой и неизбежностью при-
ближается пора, когда для самого существования науки 
необходимо сформулировать «неразрешимые» проблемы 
по-новому либо придется признать, что научное знание 
так же, как вненаучное, может быть основано на точно 
таких же недоказуемых, неопределенных и непостижи-
мых постулатах.

На фоне колоссальных знаний, накопленных на-
укой, мы вместе с тем замечаем, что масштаб 
проблем, стоящих перед учеными ХХI века как 

будто вышел за пределы человеческого разума. Как след-
ствие — некоторым ученым-футурологам (то есть бук-
вально оракулам науки) начинает казаться, что и сам че-
ловек измельчал, сделался интеллектуально ненужным и 
бессмысленным, ибо разум человека, как они полагают, 
перестал конкурировать с машиной не только при игре 
в шахматы, но и при доказательстве математических те-
орем.   

Существует ставшая уже достаточно устойчивой тен-
денция измельчания самих ученых, которые предпо-
читают браться за проблемы «рангом помельче, побез-
опаснее». В научном мире это сделалось даже условием  
sine qua non для признания того или иного специалиста 
«ученым»: если специалист берется за исследование фун-
даментальной проблемы, он автоматически зачисляется 
в разряд «подозрительных и потенциально опасных для 
науки чудаков», а если изучает площадь поверхности, 
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скажем, африканских слонов или занимается описани-
ем подвида пресноводных водорослей, то ему не соста-
вит труда получить ученую степень, а то и — не в обиду 
будет сказано — высокое звание академика Российской 
академии наук. И подобная тенденция к потере импульса 
«большой науки» характерна для всех стран, где осущест-
вляется переформатирование научного мира под нужды 
транснациональных корпораций. Это касается не только 
технических или естественных наук, в той же мере это 
относится и к математике.

Как гласит крылатая фраза, сколько в науке ма-
тематики, столько в ней и науки. Но внутрен-
няя трагедия математики состоит в том, что она 

работает с идеальными абстракциями и субстанциями, 
которые существуют только в воображении человека. 
Математика и вся, следом за ней, так называемая «пози-
тивная наука» находится поэтому в жесткой зависимо-
сти от возможностей и свойств человеческого разума, от 
развития интуиции. И эта зависимость становится еще 
более сильной при попытках найти не имеющее анало-
гов решение (а фундаментальные проблемы потому так 
и называются, что они не имеют аналогов). Когда ученые 
занимаются решением стандартных задач, они всегда 
опираются на уже сложившийся опыт, на шаблон, кото-
рый можно тщательно и искусно подогнать под тот или 
иной конкретный случай. Вопреки распространенному 
мнению, что ученые ориентируется на некие «чистые» 
результаты экспериментов, научная деятельность воз-
можна лишь потому, что осуществляется она всегда че-
рез взаимную подгонку внешних экспериментов и вну-
треннего опыта, который никогда не бывает полностью 
«очищенным от сознания».   

Когда же возникает необходимость в решении фунда-
ментальной проблемы, прежний опыт зачастую не помо-
гает, а мешает исследованию. Попытка свести решение, 

у которого еще не было аналогов, к известному шаблону 
обречена на провал, так сказать, по определению. Почти 
все возникавшие в науке «неразрешимые проблемы» воз-
никали именно из-за веры ученого в вездесущую приме-
нимость старого шаблона. Такова, например, проблема 
perpetuum mobile, когда ученые, начиная с эпохи Возрож-
дения вплоть до конца XIX века, пытались конструиро-
вать «вечный движитель», опираясь на свой повседнев-
ный опыт работы с конечными деталями и объектами, 
хотя для осуществления вечного движения энергии тре-
буются не операции с конечными объектами, перемеща-
емыми друг относительно друга в пространстве, а само 
бесконечное пространство-время.       

Несмотря на многочисленные ошибки, допущенные в 
прошлом, в научной парадигме по сей день живет вера в 
исключительную независимость науки от сознания, ко-
торое было вычеркнуто из «картины мира» во времена 
безраздельного господства Лапласовского детерминиз-
ма и не может быть введено в науку, которая не ставит 
своей задачей осмысление обретаемых знаний. А наука, в 
которой отсутствует осмысленность, всегда будет балан-
сировать на тонкой грани псевдонаучного шарлатанства 
и прохиндейства.  

Вместе с тем, если некоторое решение, не имевшее  
ранее аналогов, все-таки обнаруживается, ничто 
не мешает подогнать набор прежних шаблонов, 

имевшихся в распоряжении ученых, под новое пред-
ставление или открытие. Лучше всего об этой особен-
ности научного мышления сказала историк математики 
и методолог науки С.А.Яновская: «Что значит решить 
задачу? Ответ оказывается несколько парадоксальным, 
хотя и поразительно простым: решить задачу — зна-
чит свести ее к уже решенным».1 За этим парадоксом 
(решить — значит найти новое, которое можно свести 

1 Яновская С.А. Методологические проблемы науки. М., 1972. С.7
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к уже решенному) кроется еще одна особенность про-
цесса познания — его непрерывность. Познание непре-
рывно не только на протяжении всей человеческой исто-
рии — оно непрерывно на каждом интервале эволюции. 
То же самое можно сказать, выражаясь словами Г.Вейля: 
«Подлинный континуум есть нечто связное в себе и не 
может быть разделен на отдельные куски, подобное раз-
деление противоречит его сущности... В континууме не 
может существовать никаких других функций, кроме 
непрерывных».2 

Непрерывность познания означает, что зачатки лю-
бого знания всегда уже содержатся на предыдущих ин-
тервалах или этапах развития науки. Именно эта глубо-
кая мысль об «интуитивных основах науки» выступает 
лейтмотивом известной монографии Т.Куна «Структура 
научных революций».3 Данная структура — свойство ча-
стичного или полного предвосхищения будущих знаний, 
как в случае с гелиоцентрической моделью Коперника, 
описанной еще Аристархом (III век до н.э.),4 связано с 
тем, что феномен интуиции и сознания имеет контину-
альную природу. 

Мы наблюдаем континуальную природу не только в че-
редовании научных парадигм, но и в мифологических и 
вненаучных образах, когда «ненаучная сказка» становит-
ся «научной былью». Поэтому в концепции Т.Куна следо-
вало бы сделать важное дополнение о том, что на преды-
дущих интервалах эволюционного процесса содержатся 
как зачатки будущих знаний, так и зачатки неопределен-
ности, то есть — будущего незнания, с которым неизбеж-
но сталкиваются ученые.     

 Как заметил, пожалуй, самый выдающийся матема-
тик и физик ХХ века А.Пуанкаре, развитие математики 

2 Вейль Г. О философии математики. Москва-Ленинград, 1934. 
С.123, 126	
3 Кун Т. Структура научных революций. М., 1977. С.250
4 Там же. С.107-108

и появление новых теорий можно уподобить эволюци-
онному развитию живых организмов. Каким бы совер-
шенным ни был вид организма, в эмбриональной стадии 
своего развития он всегда повторяет «всю историю его 
предков в течение геологического времени. По-видимому, 
то же самое происходит и в развитии ума... По этой 
причине история науки должна быть нашим первым 
руководителем».5 

Эту мысль о тонкой взаимосвязи познания с эволюцией 
жизни можно продолжить, поскольку иерархия высших 
и низших биологических форм дает четкий коррелят с 
иерархией ментальных способностей. Причем в низших 
формах, оказывается, тоже содержатся предвосхищения 
будущих знаний, возникающих на самом пике эволюции 
— в человеческой цивилизации. 

Когда наблюдение человека за птицами подсказыва-
ет ему идею самолетостроения, когда наблюдение за 
обитателями подводного мира наталкивает на мысль о 
строительстве субмарин, когда способность тех же птиц 
ориентироваться по магнитному полю повторяется в 
изобретении компаса, когда биотехнологи выделяют но-
вые вещества, исследуя микроорганизмы, а дифферен-
циация клеток и рост деревьев предвосхищают собой 
обнаружение ряда Фибоначчи, то все эти изобретения и 
открытия тоже следует рассматривать в виде непрерыв-
ного развертывания «структуры познания», охватываю-
щей не только тысячи лет развития науки, но и миллиар-
ды лет эволюции биосферы Земли.       

В этом смысле новые решения, действительно, можно 
представить как «хорошо забытые» старые, уже суще-
ствующие где-то на интуитивном уровне. Причем каж-
дый из интервалов непрерывен и заключает в себе беско-
нечный потенциал эволюции сознания. Проблема в том, 
что к этим интуитивным решениям с необратимостью 

5 Лакатос И. Доказательства и опровержения. Как доказыва-
ются теоремы. М., 1967. С.10
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времени присовокупляется и огромная неопределен-
ность — тот самый уровень незнания, входящий в тот же 
континуальный интервал «структуры познания», пре-
одолеть который способно только разумное существо — 
человек. Таким образом, для появления принципиально 
нового решения в действительности требуются сложные 
внешние и внутренние условия, приводящие к поиску 
многочисленных недостающих звеньев и к очищению 
интуиции от наслоений неопределенности. 

Некоторые случаи, описывающие работу интуи-
ции у математиков, приведены в научно-попу-
лярной книге Ж.Адамара «Исследование пси-

хологии процесса изобретения в области математики». 
Так, математик К.Ф.Гаусс сравнивал озарение со вспыш-
кой молнии, а Гельмгольц и Пуанкаре независимо друг 
от друга выделяли два характерных свойства обретения 
интуитивного знания:

1) оно не имеет никакого отношения к предшествую-
щим попыткам, следовательно, не вызвано предшеству-
ющей сознательной работой;

2) оно приходит настолько быстро, что не требуется 
никакой затраты времени на размышление.6

В научном мире подобные заявления могли бы счесть 
за псевдонаучную «экстрасенсорику» и низкопробную 
мистическую чепуху, которой изобилуют средства мас-
совой информации. Однако эти свидетельства о неиз-
вестно откуда взявшемся интуитивном знании, были 
оставлены учеными-первооткрывателями, результатами 
которых пользуется поколение нынешних «жрецов нау-
ки». 

Процесс преодоления континуальной неопределенно-
сти при переходе к определенному (порой, единствен-
ному) решению Ж.Адамар представляет как выборку из 

6 Адамар Ж. Исследование психологии процесса изобрете-
ния в области математики. М., 1970. С.19	

«чрезвычайно большого количества сочетаний». Мы мо-
жем представить, например, какой объем «вычислений» 
необходимо было произвести сознанию Д.И.Менделеева, 
чтобы к нему во сне пришло озарение, показавшее, как 
упорядочить химические элементы.  Если он работал над 
упорядочением, скажем, 36 — 50 химических элементов 
(многие атомные массы из ≈60 известных ему элемен-
тов определялись неточно или даже некорректно), то 
визуально такие вычисления можно изобразить в виде 
таблицы из трактата Афа-
насия Кирхера «Искусство 
большой науки»: количе-
ство сочетаний, которые 
могут образовать эти эле-
менты равно числу 1 273 
726 838 815 420 339 851 343 
083 767 005 515 293 749 454 
795 473 408 000 000 000 000. 
Впрочем, в реальности воз-
можных комбинаций при 
упорядочении химических 
элементов в таблице Менде-
леева могло быть как боль-
ше, так меньше этого числа. 

Еще более поразительные возможности интуиции де-
монстрировал индийский математический гений — Ра-
мануджан. В его математическом творчестве практиче-
ски все формулы были получены в результате озарений 
и утраченной безвозвратно техники медитаций над по-
следовательностями чисел. Никто из ученых, конечно, не 
поверит в его слова, что математические формулы ему 
открывала во сне богиня Намакаль, но факт в том, что 
он, в самом деле, записывал их, вставая утром с постели.7 

А ведь и основатель теории множеств Георг Кантор сви-
детельствовал о чем-то подобном — на математические 

7 Левин В.И. Рамануджан. М., 1968. С.8	

➢ 
«Имеющая имя Кали», от 

санскритского корня «нама» — 
«имя» и «кала» — «считать», 
«направлять» (кāла — «время», 
«космический порядок», супруга 
Шивы богиня Кали). 


С тем же самым архетипом 
молнии (Ваджра) в индуизме 
и буддизме связывают очи-
щение интуиции (праджни) 
при достижении враджраи-
ческого сознания. 
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подвиги его вдохновляла некая таинственная муза, яв-
лявшаяся ему во снах и однажды указавшая лестницу из 
«алефов», ведущую к Господу. Для Кантора, как известно, 
интуитивные озарения закончились расщеплением лич-
ности. Математики, разделяющие его взгляды, пытаются 
обвинить в злополучной болезни Георга Кантора про-
тивников теории множеств (Кронекера, Гельмгольца и 
др.), которые якобы слишком рьяно его критиковали. Но 
любой психоаналитик подтвердит, что патологические 
изменения личности наступают лишь тогда, когда в са-
мом сознании человека возникает и продолжительное 
время существует непреодолимое противоречие.   

Когда мы сталкиваемся с подобными феноменами, а 
мы можем привести еще и другие примеры такого рода, 
мы должны понимать сознание как непрерывный про-
цесс, включающий в себя и то, что психологи обыкно-
венно называют «подсознанием», и то, что вообще не яв-
ляется сознанием в привычном смысле этого слова. На 
условность введенного психологами деления (сознание/
подсознание) очень верно указывает Ж.Адамар: «Когда 
вы едете верхом, лошадь «выше» или «ниже» вас? Она 
сильнее вас и может бежать быстрее; тем не менее, вы 
управляете ею».8 Как знаток интуитивных математиче-
ских озарений, Ж.Адамар уверовал в гипотезу контину-
ума Кантора и поддержал его теорию, равно как ряд дру-
гих математиков ХХ века, включая самого Д.Гильберта.

Но всегда ли удается, даже «верхом на лошади» достичь 
желаемого? Ведь не все обобщенные формулы Рамануд-
жана были точными — некоторые были верны лишь до 
определенного конечного числа, а если говорить о Кан-
торе, то он сам обнаружил противоречие в своей теории: 
трансфинитное множество всех трансфинитных мно-
жеств Ω должно включать само себя и, таким образом, 
оказаться больше себя самого. 

8 Адамар Ж. Исследование психологии процесса изобрете-
ния в области математики. М., 1970. С.42	

То есть, оказывается, что одной интуиции и желаний не-
достаточно для обретения всепроникающей истины, и дело 
даже не в требовании строгого соблюдения научной мето-
дологии, которая лишь систематизирует опыт, расклады-
вает имеющиеся шаблоны и заготовки «по полочкам»...  

Есть вещи, которые может узнать только опреде-
ленный человек в определенное время и в опре-
деленном месте; это вытекает из континуальных 

свойств сознания: неповторимое сложение нейро-пеп-
тидных связей в десятках миллиардах соединений ней-
ронов, случайные, казалось бы, внешние события и 
сновидения, влияние эпохи, — никогда невозможно в 
точности повторить все те условия и воспроизвести то 
сознание, которое испытало однажды некоторое интуи-
тивное озарение.

В науке считается, и это в сущности является только 
верой, а не наукой, что ученый выступает носителем на-
учной истины. Но само развитие науки свидетельствует, 
что человек, каким бы ученым он ни был, не является 
носителем истинного знания, полностью очищенного от 
незнания. Мы можем говорить лишь о том, что каждый 
человек — носитель со-знания, которое занимает в кон-
тинуальном развертывании «структуры познания» не-
который конечный интервал. Однако в этом интервале, 
безусловно, заложена та же самая потенциально-беско-
нечная непрерывность, которой обладает континуум.

Думать иначе — якобы в современной научной среде 
собраны в исключительной степени истинные знания — 
столь же абсурдно, как и предполагать, что в ограничен-
ном объеме пространства-времени можно собрать на-
стоящий perpetuum mobile. 

Используя в своих выводах математический принцип 
tertium non datur — третьего не дано, наука признает ис-
тинным такое утверждение, которое можно доказать. За-
гвоздка только в том, что доказывать можно по-разному. 
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Здесь возникает такой же, по сути, парадокс, который в 
античности был известен как парадокс Эпименида: один 
критянин сказал, что все критяне лжецы — лжец ли он? 
Если он не лжец, то он, будучи критянином, тоже явля-
ется лжецом. Но если он — тоже лжец, как все критяне, 
то он сказал правду, а значит, он не лжец... и так дальше 
до бесконечности. Заменив слово «критянин» на слово 
«ученый», мы получим логическую «структуру научных 
революций» по Т.Куну. Ведь каждый последующий уче-
ный стремится найти и устранить неточности в знаниях 
предыдущего поколения ученых и, таким образом, все 
ученые оказываются «лжецами», которые пытаются ска-
зать «истину» и — не могут.

Курт Гедель, абстрагируясь от истории науки, по-
лучил сходный результат, разбирая проблему 
доказуемости в математике: если мы заявляем в 

S об S «Это утверждение ложно», то оно, согласно ему са-
мому, должно быть ложным, но если мы этому верим, то 
считаем его истинным. То есть в сознании конкретного 
ученого к «ложному» всегда примешивается свойство ис-
тинности, а к «истинному» — свойство ложности. Если 
истинно то, что доказуемо, а ложно то, что недоказуемо 
(именно такое мышление было привито научному миру 
принципом tertium non datur), то из результатов Геделя 
следует, что «утверждение истинно в том и только в 
том случае, если оно недоказуемо».9 Но тогда необходимо 
признать, что ученые заблуждаются, считая абсолютной 
научной истинной то, что доказано. 

Для примера можно рассмотреть парадокс «истин-
ности» Птолемеево-Дантовой модели мира, обнару-
женный русским мыслителем П.А.Флоренским. В наши 
дни любой ученый, не задумываясь, скажет, что Земля 
обращается вокруг Солнца, а не наоборот. Но, как об-

9 Клайн М. Математика. Утрата определенности. М., 1984. 
С.305 

ратил внимание П.А.Флоренский, тот же ученый верит 
в истинность теории относительности, одним из посту-
латов которой является равноправность инерциальных 
систем отсчета. Следовательно, ничто не мешает вы-
брать в качестве системы отсчета планету Земля, вокруг 
которой будут вращаться наблюдаемые звезды и Солнце. 
Можно сказать, что Птолемеева система, действительно, 
частично предвосхищает открытие теории относитель-
ности А.Пуанкаре и Г.Лоренца, развитую впоследствии 
А.Эйнштейном. Более того, в поэтическом путешествии 
Данте по девяти кругам Ада, когда он, совершая прямо-
линейное движение, попадает из центра Земли сразу же 
в Эмпирей, а затем, из Эмпирея, продолжая двигаться 
вперед, попадает обратно во Флоренцию, предвосхища-
ет открытие односторонней Римановской эллиптиче-
ской плоскости.10   

Кажется, этого достаточно, чтобы показать, насколько 
сложным является вопрос о доказуемости и истинности. 
Если утверждение S — или истинное, или ложное, как ут-
верждает наука, то сама наука становится псевдоистин-
ной, потому что в действительности принцип tertium non 
datur даже в финитных классах может давать осечку, как 
в виде патологий, так в виде полезных изменений. 

Для понимания, что в утверждении истинно, а что нет, 
требуется выход за рамки системы S. Например, выбрать 
в качестве точки отсчета какую-нибудь удаленную звезду 
Sn, открывающую новые области пространства-времени. 
Тогда мы поймем, что Птолемее-Дантова модель будет 
истинной только для ограниченного объема простран-
ства. Причем, вселенная в Птолемеевой модели, действи-
тельно, ограничена сферой «небесных движений», кото-
рые в 27,5 раз дальше от Земли, чем Солнце.11 

Итак, мы вплотную подошли к вопросу: если доказуе-
мость не может быть надежным критерием истинности, 

10 Флоренский П.А. Мнимости в геометрии. М., 1991. С.46-48	
11 Флоренский П.А. Мнимости в геометрии. М., 1991. С.50	

➢ 
То есть где-то между орбита-
ми планеты Плутон (древне-
греческий «Аид» или «Ад») и 
планеты Уран (древнегреческое 
«Небо» или «Эмпирей»). 
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если вполне надежны лишь доказательства неистинно-
сти или противоречивости утверждений, то что нужно 
сделать, чтобы доказать наличие противоречий в осно-
ваниях математики? Наука скажет: для этого надо дока-
зать, что некая система аксиом S противоречива. Если 
система S содержит противоречие, то от него — скажет 
формалист — можно раз и навсегда избавиться введе-
нием аксиомы, исключающей возникновение противо-
речия. Как раз по пути добавления все новых и новых 
аксиом пошла математика ХХ века.

Но для интуициониста слепая вера формалистов в то, 
что они получили таким образом «истинные основания 
математики», по крайней мере, вызывает сомнения, а 
по большому счету — лишена смысла. Потому что пре-
умножение экзистенциальных недоказуемых сущностей 
не добавляет утверждениям истинности и не может ис-
ключить обнаружение в будущем очередного противо-
речия.

Задача доказательства непротиворечивости мате-
матики была поставлена Д.Гильбертом в 1900 г. 
на II Международном конгрессе математиков в 

Париже. В то время математические парадоксы, возник-
шие в теории бесконечных множеств, в срочном порядке 
«латались» аксиоматизацией математики и введением 
новых аксиом, хотя никто не мог гарантировать, что это 
поможет избежать новых парадоксов.  

В 1922 г. Д.Гильберт все-таки признал, что «состояние, в 
котором мы находимся сейчас в отношении парадоксов, на 
продолжительное время невыносимо. Подумайте: в мате-
матике — в этом образце достоверности и истинности 
— образование понятий и ход умозаключений, как их всякий 
изучает, преподает и применяет, приводят к нелепостям. 
Где же тогда искать надежность и истинность, если даже 
само математическое мышление дает осечку?».12

12 Виленкин Н.Я. В поисках бесконечности. М.,1983. С.136

Успешная формализация аксиом геометрии позволи-
ла Д.Гильберту надеяться на столь же успешную форма-
лизацию и доказательство непротиворечивости аксиом 
арифметики. Однако после публикации в 1931 г. статьи 
Курта Геделя «О формально неразрешимых утверждени-
ях и родственных систем» позиции школы формализма, 
возглавляемой тогда Д.Гильбертом, существенно пошат-
нулись. Оказалось, что невозможно доказать непротиво-
речивость системы аксиом S средствами самой этой си-
стемы. 

Из первой и второй теоремы Геделя о неполноте языка 
формальной математики следовало, что мы можем дока-
зать лишь существование противоречия в системе акси-
ом S через посредство другой, более полной системы ак-
сиом Sn. Об этом важном следствии почему-то забывают 
упомянуть многие авторы. Оно и понятно: ни научное 
сообщество, ни, тем более, математиков не может радо-
вать перспектива того, что в основе «общепризнанной» 
математики содержатся внутренние противоречия. Ведь 
в этом случае окажется, что весь научный мир пользует-
ся неистинной или псевдоистинной математикой, иначе 
говоря, занимается распространением псевдонауки. 

Результаты К.Геделя свели на нет надежды Д.Гильберта 
получить, наконец, доказательство непротиворечивости 
аксиом арифметики. Программа аксиоматизации мате-
матики не помогла установить ее истинность, хотя мате-
матики, разумеется, верили в то, что занимаются истин-
ной наукой. Они не хотели и не хотят признавать ничто 
иное, не взирая на то, что «Брауэр установил, что инту-
итивно воспринимаемые истины часто лежат далеко за 
пределами того, что было доказано в классической мате-
матике, а Гедель доказал, что интуитивно воспринима-
емые истины вообще выходят за рамки математическо-
го доказательства».13  

13 Клайн М. Математика. Утрата определенности. М., 1984. 
С.306
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Казалось бы, в этих условиях следовало пристальней 
присмотреться к классической математике или хотя бы 
относиться более серьезно к критическим замечаниям 
интуиционистов. Однако интуиционизм до сих пор вос-
принимается как «маргинальное» направление, суще-
ствующее в науке где-то особняком, как некий архипелаг. 

Если Д.Гильберт еще мог открыто говорить об 
«истинноcти математики», то в настоящее 
время представители формализма вообще от-

казались от идеи применения понятия «истина» к ма-
тематике: «Вопрос об истинности или ложности мате-
матических суждений с формалистской точки зрения не 
имеет смысла. Можно говорить лишь об их доказуемости 
или опровержимости на основе аксиом».14 С еще более 
радикальными взглядами выступал в ХХ веке Карнап, 
который предлагал исключить слово «истина» даже из 
философских словарей. Действительно, это очень удоб-
но: если нет «истинной», то не может быть и «псевдои-
стинной» науки, а значит, ничто не помешает и дальше 
игнорировать любую критику оснований математики.

В современном формализме принято отрицать какое бы 
то ни было «интеллектуальное содержание» математи-
ческих понятий.15 Причем лукавство подобной позиции 
прямо-таки поражает! Ведь в основе концепции форма-
лизма лежит теория множеств Г.Кантора, и достаточно 
вспомнить о «таинственной музе» Георга Кантора, ко-
торая являлась ему во снах, поддерживала и направляла 
его работу, чтобы обнаружить непосредственную связь 
основных понятий формализма с человеческим разу-
мом, который, как мы знаем, не защищен от ошибочных 
суждений. 

14 Успенский В.А., Плиско В.Е. Интуиционистская логика // 
Колмогоров А.Н. Избранные труды. Математика и механика. 
М., 1985. С.395	
15 Бурбаки Н. Теория множеств. М., 1965. С.335	

Игнорируя интуитивное понятие «истины», формали-
сты, вместе с тем, находят в себе моральное право высту-
пать против интуиционизма, представляя его лишь не-
кой «исторической достопримечательностью».16 Один 
из поводов для критики в адрес интуиционистов звучит 
примерно так: «Согласно концепции Брауэра математи-
ческие объекты рождены человеческой мыслью и потому 
истинность суждений о них полностью определяется 
представлениями (об этих объектах) того математи-
ка, в сознании которого сложились эти объекты. Строго 
говоря, с точки зрения интуиционизма сколько матема-
тиков — столько и математик».17 

Зная, насколько пугливо относятся ученые к своей на-
учной репутации, можно понять, почему математики те-
перь предпочитают заниматься «безопасными», как они 
думают, отраслями, не вникая в проблемы оснований, 
поднятые интуиционистами. В самом деле, кто захочет 
выглядеть в глазах других ученых сторонником кошмар-
ной концепции, согласно которой «Сколько в мире мате-
матиков, столько в нем и математик» или «Сколько в 
мире ученых, столько в нем и наук»? 

Но это явное передергивание, призванное отпугнуть от 
интуиционизма, вскрывает еще один немаловажный во-
прос: а кого вообще следует считать «ученым» или «ма-
тематиком»? Можно ли считать ученым человека, кото-
рый ничего не открыл? А если он, действительно, что-то 
открыл, то выходит — наука, существовавшая до него, 
не тождественна науке после сделанного им открытия. 
Так что здесь интуиционизм, несомненно, более точен 
в отражении реального положения дел, чем концепция 
формализма, согласно которой достаточно приобрести 
ученую степень или звание, чтобы сделаться «ученым».        

16 Бурбаки Н. Теория множеств. М., 1965. С.341	
17 Успенский В.А., Плиско В.Е. Интуиционистская логика // 
Колмогоров А.Н. Избранные труды. Математика и механика. 
М., 1985. С.395	
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В истории науки эта зависимость «количества наук» от 
«числа ученых» проступает еще более рельефно — никто, по-
жалуй, не станет отрицать, что математика и физика вре-
мен Ньютона и Лейбница не тождественна математике и 
физике времен Гаусса и Максвелла, а наука XIX века не тож-
дественна науке XX века. Наблюдаемый при этом уровень 
различий находится в прямой зависимости от количества 
ученых, сделавших действительно важные открытия. 

Именно в этом смысле единый процесс познания 
предстает в интуиционизме как «различные на-
уки», зависящие от числа ученых, делающих на 

том или ином интервале пространства-времени-созна-
ния действительные, а не фиктивные открытия, а вовсе 
не в том превратном толковании, будто интуиционизм 
не признает за наукой какой бы то ни было объектив-
ности. Кстати говоря, развитие самого интуиционизма 
привело к появлению «различных интуиционизмов», по-
скольку взгляды Брауэра не во всем совпадали со взгля-
дами Пуанкаре или Вейля, взгляды Гейтинга и Трулстра 
не во всем совпадали со взглядами Маркова, не говоря 
уже о различиях во взглядах Геделя, Колмогорова, Гли-
венко, Новикова, Крипке, Штрассена, Артемова и др.

В интуиционизме, если общим признаком интуицио-
низма считать настороженное отношение к принципу 
tertium non datur, пересмотру подвергается лишь закре-
пленное в формальной науке разделение на «субъектив-
ное» и «объективное», поскольку в реальном процессе 
познания человек всегда сталкивается с тонкой града-
цией и взаимодействием «субъективного» с «объектив-
ным», а еще точнее — бесконечного и непрерывного с 
конечным и дискретным.

Если формальная математика кажется со стороны не-
кой единообразной наукой, то это указывает, прежде 
всего, на очень высокий уровень шаблонности мышле-
ния формалистов, но никак не доказывает непротиво-

речивость или истинность оснований математики. Ша-
блонность мышления означает применимость шаблона в 
одной и неприменимость его в другой ситуации, и ото-
ждествляя единообразие поведения с истинностью, че-
ловеческое общество никогда бы не достигло того уров-
ня знаний, которым сейчас располагает. 

За попытками принизить значение интуиционизма, 
изгнать его из «общего доступа» скрывается неуверен-
ность математиков, страх научного сообщества перед 
тем, что однажды откроется интеллектуальный дефолт 
господствующей в математике концепции формализма, 
набравшей слишком много кредитов и оказавшейся не 
в состоянии их вернуть (будь то гипотеза континуума 
Г.Кантора или доказательство непротиворечивости ак-
сиом арифметики). Дефолт, о котором предупреждал 
еще Г.Вейль, сравнивая абстрактные суждения форма-
листов, претендующие на всеобщность, с «бумажной 
валютой», тогда как подлинные математические знания 
можно уподобить непосредственно доступным «мате-
риальным ресурсам и продуктам». 

Когда «бумажной валюты» становится намного боль-
ше, чем «ресурсов», которые можно за нее купить, в эко-
номике неизбежно происходит обесценение «бумажных 
денег» — как бы ни старались банкиры обмануть эконо-
мических агентов, изымая из оборота, перенаправляя и 
скрывая от общества излишки «бумаги».       

Вместо рассмотрения конкретных арифметиче-
ских аксиом и утверждений формальный стиль 
требовал наиболее общих доказательств, кото-

рые бы сразу охватывали по возможности все области 
математики. Только интуиционизм признавал роль от-
дельных примеров и утверждений в качестве аргументов 
доказательства: если для некоторого «общего» экзистен-
циального утверждения находился контр-пример, такое 
утверждение теряло смысл «общего» утверждения.    
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Поскольку Д.Гильберт черпал свою мощную веру в 
непротиворечивость аксиом арифметики в успешной 
формализации аксиом геометрии, то для начала не ме-
шало бы сравнить используемые в арифметике аксиомы 
с геометрическими аксиомами Гильберта. По всей види-
мости, никто из математиков за сотню лет так и не удо-
сужился этого сделать. В противном случае несоответ-
ствие обнаружилось бы уже при сопоставлении аксиом 
арифметики с первой Гильбертовой аксиомой порядка:

«Если А, В, С — точки одной прямой, и В лежит между 
А и С, то В лежит также между С и А».18    

Как заметил М.Я.Выгодский, в самой геометрии можно 
было бы обойтись и без Гильбертова определения поня-
тия «между», ведь очевидно, что фраза «В лежит между 
А и С» подразумевает точно такой же смысл и у фразы 
«В лежит между С и А».19 Но Д.Гильберт мыслил очень 
последовательно, руководствуясь более общими сообра-
жениями об упорядочении и аксиоматизации. 

Итак, выберем для точек А, В, С, лежащими на одной 
прямой, простые числовые значения 1, 2, 3, которые, 
согласно арифметической аксиоме эквивалентности, 
равны соответственно десятичным дробям 0,(9), 1,(9) 
и 2,(9). Тогда переходы между этими точками в одном 
направлении А  В  С будут включать в окрестность 
точек непрерывные дроби с недостатком, а вот при об-
ратном направлении С  В  А окажется, что окрест-
ности точек пусты. Другими словами, непрерывность 
в таких конечных арифметических значениях достига-
ется лишь наполовину, а значит, точка В при переходе 
от А к С не будет лежать в точности «также», как при 
обратном переходе от С к А.        

18 Гильберт Д. Основания геометрии. Петроград, 1923. С.4
19 Выгодский М.Я. «Начала» Евклида // Историко-математи-
ческие исследования. Москва-Ленинград, вып. 1, 1948. С.267

Более того, для нулевой точки, которая в арифмети-
ке обозначается числом 0, окрестности по обе стороны 
числовой прямой в положительном и отрицательном на-
правлении окажутся арифметически пустыми: 0=0,(0). 
Тогда спрашивается: почему для точек 1, 2, 3 мы находи-
ли окрестности, включающие непрерывные дроби с недо-
статком, а для числа 0 — только пустые окрестности? 
Выходит, даже понятие «точка», используемое в ариф-
метике, не совпадает с понятием «точка», используемым 
в геометрии. 

Конечно, такое несоответствие еще не означает обна-
ружение противоречия в системах аксиом арифметики, 
но оно могло бы насторожить математиков. Для устра-
нения данного несоответствия потребовалось бы всего-
навсего ввести непрерывные десятичные приближения с 
недостатком и избытком. Тогда можно было бы сказать, 
что в арифметике, как и в геометрии, существуют непре-
рывные переходы в прямом и обратном направлении, по 
крайней мере, между всеми точками числовой прямой, 
соответствующими рациональным числам и нулевому 
значению:

 
–0,000... ∞1 = 0 = 0,000... ∞1;
     0,999...∞ = 1 = 1,000... ∞1;
     1,999...∞ = 2 = 2,000... ∞1;

       2,999...∞ = 3 = 3,000... ∞1...

Именно в этом и состояло предложение Брауэра и Вей-
ля рассматривать каждую точку континуума в качестве 
непрерывного интервала

                                              

где h — глубина десятичного интервала.
Загляните в любой учебник по элементарной математи-

ке — вы не найдете там даже упоминаний о десятичных 
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приближениях с избытком, симметричных на числовой 
прямой приближениям с недостатком. Зато во всех этих 
учебниках вы найдете массу слов о «непрерывных функ-
циях». О какой «непрерывности» может идти речь, если 
в стандартной арифметике все рациональные значения, 
подобно мифологическому образу кентавра, непрерыв-
ны только наполовину, а нулевое значение как начальная 
точка отсчета вообще не обладает в такой арифметике 
свойством непрерывности?

Далее, поскольку мы дополнили арифметическую 
аксиому эквивалентности, назовем ее (а), беско-
нечными приближениями с избытком, которые 

симметричны приближениям с недостатком, а именно 
непрерывным дробям с периодом (9), для каждого ра-
ционального значения, то вместо прежней классической 
системы аксиом S (а) мы получили новую систему акси-
ом арифметики, которую можно назвать интуиционист-
ской системой аксиом арифметики  Si (а).      

Если введенное нами дополнение действительно обра-
зует более полную систему Si , а не является лишь триви-
альной тавтологией, столь часто выдаваемой в формаль-
ной математике за новый научный результат, то, согласно 
теореме Геделя о неполноте, более полная система ариф-
метических аксиом Si  позволит доказать противоречи-
вость классической арифметики, использующей систему 
аксиом S.        

Чтобы обнаружить такое противоречие в основаниях 
математики, не надо перебирать все понятия, формулы и 
доказательства с Геделевскими номерами, такими как 2900  
или 390. Противоречие было известно с незапамятных 
времен, а в XIX веке на него вновь обратил внимание 
Р.Дедекинд. В работе «Непрерывность и иррациональ-
ные числа» (1859) он отмечает, что понятие «непрерыв-
ность», которым широко пользуются математики, нигде 
не определено, а самая большая трудность состоит в том, 

что классические иррациональные числа и классические 
рациональные числа разрывают числовую прямую на 
два класса, между которыми нет ни общих точек, ни ве-
личин, которые бы их соединяли.

Р.Дедекинд недоумевал по поводу столь безответствен-
ного отношения своих коллег к основаниям математики: 
«Принятое до сих пор введение иррациональных чисел 
связывается именно с понятием о протяженных величи-
нах — которое само нигде не определено — и определяет 
число как результат измерения такой величины другою 
такого же рода. Вместо этого я требую, чтобы арифме-
тика развивалась сама из себя… чтобы иррациональные 
числа были вполне определены через посредство рацио-
нальных. Но как это сделать — вот в чем вопрос».20

Для выхода из этого затруднения и получения непре-
рывности Дедекинд ввел абстрактную точку сечения α, 
которая могла произвольно относиться как к первому, 
так ко второму классу. За неимением других вариантов 
математики единогласно согласились с Дедекиндом, хотя 
сам Дедекинд отмечал, что он «решительно не в состо-
янии привести какое бы то ни было доказательство 
справедливости этого принципа, и никто не в состо-
янии. Принятие этого свойства прямой линии есть не 
что иное как аксиома, посредством которой мы только 
и признаем за прямой ее непрерывность».21   

В интуиционистской математике, как уже было сказа-
но, вместо точек с пустыми окрестностями и Дедекиндо-
вых точек сечения вводятся интервалы:22  

 

20 Дедекинд Р. Непрерывность и иррациональные числа. 
Одесса, 1923. С.16
21 Там же. С.18
22 Вейль Г. О философии математики. Москва-Ленинград, 
1934. С.121
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
Тонкое различие между ис-
тинной и псевдоистинной 
математикой можно срав-
нить с вопросом о существо-
вании «кентавра». Казалось 
бы, сам такой вопрос — уже 
абсурден: всем известно, что 
никаких «кентавров» не су-
ществует. Но вот вы видите 
нарисованного на бумаге 
или в кинофильме «кен-
тавра», и вы уже не можете 
сказать, что «кентавры» во-
обще не существуют в ка-
кой бы то ни было форме. 
Так ведь? Точно таким же 
трюком пользуются форма-
листы, выдавая своих вооб-
ражаемых «кентавров» за 
настоящую математику.         
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Это ведет к неожиданному, на первый взгляд, результа-
ту: для всех «классических иррациональностей» квадра-
тичных, кубических и т.д. отпадает сама необходимость 
соединять между собой два класса точками сечения для 
получения континуальной непрерывности. 

В частности, в системе арифметических аксиом Si  число 
2 задано интервалом 1,999...∞ = 2 = 2,000... ∞1, что по-
зволяет отнести числа 2 и √2 к одному классу, то есть 
представить √2 периодической десятичной дробью, по-
скольку найдется глубина потока h, необходимая для по-
лучения рационального числа:

 √2= 1,414_(707_) 

В данном и во всех подобных случаях искомая непре-
рывность достигается  не через абстрактную, произволь-
но относящуюся то ли к одному, то ли к другому классу 
«точку сечения», о которой математики не могут ничего 
сказать, кроме экзистенциального утверждения «она су-
ществует», а через конечное, рациональное интерваль-
ное значение 2,00_1, задающее базис 1,414_ для получе-
ния бесконечно повторяющегося периода (707_).  

      

В самом деле, если дробь √2=1,414... является непери-
одической десятичной дробью, то при ее возведении в 
квадрат мы никак не сможем получить периодическое 
значение 1,(9) равное 2, а будем получать лишь такое же 
непериодическое значение √22=1,9999и1и2и3… Иначе го-
воря, в классической арифметике нет совершенно ника-
ких оснований для введения строгого арифметического 
тождества √22=1,(9)=2, которое между прочим в ней без-
застенчиво используется.

Утверждение о том, что некая непериодическая деся-
тичная дробь √2=1,414... дает во второй степени перио-
дическое десятичное значение или рациональное число 


Вместо классического по-
нятия «множество» Брауэр 
использовал для рассмотре-
ния непрерывных числовых 
последовательностей поня-
тие «поток». Вейль вместо 
понятия «глубина h» исполь-
зовал термин «h-тая сту-
пень», что подразумевает то 
же самое, что и «глубина по-
тока». 

√22 =1,(9)=2 столь же абсурдно, как и утверждение, что 
число π=3,1415… в некоторой степени n, n≠0, является 
«рациональным числом» πn. 

Теперь на том же примере √2 (который можно распро-
странить на все квадратичные, кубические и т.д. «клас-
сические иррациональности»), мы можем получить тот 
же вывод с помощью принципа противоречивости, ко-
торый, как показал А.Н.Колмогоров, выполняется и в 
классической, и в интуиционистской логике суждений.23  

Тезис A: пусть √2 обладает свойством иррационально-
сти ~ρ:

√2 ∈  ~ρ

Тезис B: тогда произведение √2 • √2  обладает тем же 
свойством иррациональности ~ρ:

√2 • √2 ∈  ~ρ

Тезис ~B: в то же время нам известно, что произведе-
ние √2 • √2 = 1,(9) = 2 обладает свойством ρ рациональ-
ного числа:

√2 • √2  ∈  ρ

В таком случае окажется, что √2 тоже обладает свой-
ством рациональности ρ. То есть истинным будет...  

Тезис ~A: число √2 обладает свойством ρ рациональ-
ного числа:

√2 ∈  ρ

Если из А следует В и не-В, то в действительности име-
ет место не-А:

(А  В)  {( А  ~В)  ~А}.

В системе арифметических аксиом Si  доказана проти-
воречивость классической системы S, что согласуется с 

23 Колмогоров А.Н. О принципе tertium non datur // Избран-
ные труды. М., 1985. С.45-69
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теоремой Геделя, а значит, интуиционистская система 
аксиом Si , действительно, более полная, чем классиче-
ская система аксиом S.  

Кроме того, мы можем подтвердить интерпретацию 
А.Н.Колмогорова в той ее части, что свойством псев-
доистинности может в равной степени обладать как 
обычная математика, использующая принцип tertium 
non datur, так и математика интуиционистская, если в 
ней продолжают использовать систему арифметических 
аксиом S, ввиду того, что никаких других систем «пока 
неизвестно».24

Тогда и в той, и в другой математике будет содержать-
ся завуалированное противоречие ~ρ=ρ, когда «класси-
ческие иррациональности», возведенные в ту или иную 
степень n, n≠0, вдруг дают периодические значения и 
становятся рациональными числами. 

То есть, действительно, «формула псевдоматема-
тики может быть доказана и без применения 
принципа t. n. d. и все же вести к противоречию».25 

Так, если нам неизвестна система аксиом Si , в которой 
возникает рациональное интервальное значение 2,00_1, 
мы можем легко доказать «иррациональность» √2 и без 
незаконного применения закона исключенного третье-
го, как это сделано в античном доказательстве Гиппаса 
о «несоизмеримости» стороны и диагонали квадрата. А 
именно — в системе S существует и другое, вполне кон-
структивное доказательство. 

Теорема: десятичная дробь √2=1,414… несоизмерима 
в целых числах p и q. 

Доказательство. Рассмотрим числа p и q, такие что 
p2=2q2. Так как рациональное число 2 можно записать в 
виде бесконечной десятичной дроби 1,(9), а при ее пере-

24 Колмогоров А.Н. О принципе tertium non datur // Избран-
ные труды. М., 1985. С.62	
25 Там же. С.63	

воде в обыкновенную дробь в знаменателе получается 
конечная последовательность из одних девяток 199...8 / 
999... = 2, то запись целых чисел p2/q2  примет вид:

p2 / 999_2 = 2, 

откуда p2 = 2 • 999_2 = 199_600_2. Как видим, число 
199_600_2 должно оканчиваться на 2. Получить такую 
последовательность можно лишь возвышением в ква-
драт некоторого целого числа, на конце которого стоит 
одно из натуральных чисел от 0 до 9, которое на конце 
образуемой последовательности 199_600_2  дает число 2. 

Простым перебором натуральных чисел от 0 до 9, воз-
веденных в квадрат, легко установить, что ни одно из них 
не дает на конце число 2: 02=0;  12=1;  22=4;  32=9;  42=16;  
52=25;  62=36;  72=49;  82=64;  92=81. Квадраты любых ко-
нечных последовательностей образуют на конце только 
числа 0, 1, 4, 9, 6, 5, среди которых нет числа 2. Следова-
тельно, искомого таким способом целого числа p — не 
существует.

В таком конструктивном доказательстве не использу-
ется принцип t. n. d., однако оно все равно будет псевдо-
истинным: не содержать в себе противоречия, и все же 
вести к противоречию ~ρ=ρ.

Если нам не известна система аксиом Si , дающая интер-
вал 2,00_1, и конкретный способ соизмерения, то сторо-
на и диагональ квадрата, действительно, будут для нас 
«несоизмеримы». Поэтому в псевдоматематике утверж-
дение об их «несоизмеримости» будет «истинным», а 
точнее псевдоистинным: раз не известен способ — нет и 
соизмерения. А.Н.Колмогоров очень тонко уловил этот 
нюанс: «все формулы ее [псевдоматематики] истинны, 
так как они являются следствиями истинных фор-
мул, соответствующих в псевдоматематике аксиомам 
типа ».26

26 Колмогоров А.Н. О принципе tertium non datur // Избран-
ные труды. М., 1985. С.61	
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Однако, в отличие от Л.Брауэра, он выдал обычной ма-
тематике очередной крупный «кредит». Так как других 
аксиом, кроме типа , «пока неизвестно» (апелляция к 
тезису «ignorabimus»), то «название ‘‘псевдоматематика’’ 
для этой ее части, только пока и существующей, стано-
вится неподходящим: она как собрание истинных фор-
мул является частью настоящей математики».27 

Стало быть, вместе с появлением более полной системы 
арифметических аксиом Si , не принадлежащей типу , у 
нас нет уже прежних оснований отождествлять обычную 
математику с «настоящей математикой». Так называе-
мая «обычная математика», построенная на основании 
аксиом типа , в которой квадратичные, кубические и 
т.д. «классические иррациональности» признаются непе-
риодическими десятичными дробями, является именно 
псевдоистинной математикой в терминах Колмогорова. 

Возникает вопрос: каким же образом математикам 
удавалось так долго скрывать от самих себя су-
ществование в основаниях обычной арифмети-

ки противоречия ~ρ=ρ? Оказывается, ими было введено 
весьма остроумное исключение из правил, согласно ко-
торому «любая бесконечная периодическая дробь с перио-
дом, отличным от 9, является рациональным числом».28   

Как вам это нравится? Воспользовавшись этим исклю-
чением, можно сказать, что произведение √2 • √2 равно 
1,(9), а эта периодическая десятичная дробь 1,(9) с пери-
одом (9) — исключена из рациональных чисел. Вместе с 
тем, в исключении не говорится, что 1,(9) является ир-
рациональным числом. Таким образом, оно не является 
ни тем, ни этим, и противоречия ~ρ=ρ на этом шаге не 

27 Колмогоров А.Н. О принципе tertium non datur // Избран-
ные труды. М., 1985. С.61		
28 Е.С.Кочетков, Е.С.Кочеткова. Алгебра и элементарные 
функции. Ч.I. М., 1966. С.85

возникает. Не возникает его и на следующем шаге, когда 
утверждается, что дробь 1,(9) с периодом (9) равна ра-
циональному числу 2. Ведь из исключения следует толь-
ко то, что дробь 1,(9) не является рациональным, а что 
число 1,(9) иррационально — об этом никто не сказал. 
Следовательно, когда мы утверждаем, что 1,(9) = 2, про-
тиворечия ~ρ=ρ «иррациональное равно рациональному» 
тоже формально как бы не возникает. В исключении со-
держится только суждение, что число 1,(9)  не является 
рациональным, а каким именно его считать — вообще 
не указано. 

Как тут не вспомнить слова Г.Вейля, только он сравни-
вал доказательства формалистов с листом бумаги или 
картой, на которой никак не отмечено расположение 
нужного объекта или «сокровища»,29 а здесь вам вообще 
протягивают пустые руки и говорят, что в них находит-
ся... очень-очень точная карта от самого-самого ценного 
сокровища. 

Подобный экзистенциальный подход весьма характе-
рен для формального стиля мышления. Когда формалист 
чего-то не знает, он никогда не признается, что он чего-
то не знает, потому что, не признавая незнания, можно 
продолжать по-прежнему думать и вести себя так, буд-
то тебе все известно. Такая вот получается формальная 
логика. Но в случае с исключением, согласно которому 
«бесконечные периодические дроби с периодом (9)» не 
являются рациональными числами, формалисты лишь 
придали противоречию ~ρ=ρ новый вид. Отчего проти-
воречие стало еще пышнее и краше. Теперь ему можно 
придать разные формы.

Пусть √2 • √2 = 1,(9), а про число 1,(9) сказано, что оно 
не рационально, и не сказано, что оно иррационально 
(свойство ?ρ). Если 1,(9) = 2, то и про 2 следует говорить, 
что оно не рационально, и не говорить, что оно ирраци-

29 Вейль Г. О философии математики. Москва-Ленинград, 
1934. С.23	


Спор вокруг оснований мате-
матики,  действительно, напо-
минает судебную тяжбу. Пока 
не установлены мотивы, улики 
и состав преступления, под-
судимого можно лишь подо-
зревать в незаконных деяни-
ях. Интуиционизм во главе с 
Л.Брауэром выступает в этом 
затяжном процессе в качестве 
«обвинителя», который собрал 
немало улик. А.Н.Колмогоров, 
первым формализовавший ло-
гику интуиционистов,  высту-
пил в 1925 году в качестве мощ-
ной «защиты». Его аргумент 
сводился к тому, что для выне-
сения приговора требуются не 
только  улики, которые можно  
сфальсифицировать, но и, во-
обще говоря, некоторый «по-
страдавший» или «свидетель» 
— хоть кто-то, кроме самой 
общепризнанной математики. 
Ведь подсудимый не обязан 
свидетельствовать против са-
мого себя, если, конечно, он не 
хочет чистосердечно признать 
вину. По логике так и выходит: 
нет пострадавшего — нет и 
преступления. Криминальным 
путем преступник может изба-
виться от всех свидетелей и по-
страдавших — и с формальной 
точки зрения он окажется ни в 
чем невиновным. Система ак-
сиом Si и есть такой сторонний 
наблюдатель, привлеченный 
интуиционизмом из строения 
«классических иррациональ-
ных чисел», который позволяет 
предоставить стороне «обви-
нения» даже «свидетеля» неза-
конных деяний. Но проблема 
оказалась шире (об этой труд-
ности Л.Брауэр, кажется, не 
мог даже подозревать). Теперь 
стало ясно, что и судья, и при-
сяжные в этом процессе — все 
они тоже участники незакон-
ных деяний...     
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онально (2 ∈  ?ρ). Но в то же время математики говорят, 
что число 2 рационально (2 ∈ρ). Тогда по тому же прин-
ципу противоречивости истинным будет суждение, что 
число 1,(9) рационально (1,(9) ∈ρ), а если оно рацио-
нально, то будет рационально и √2 • √2 = 1,(9), то есть 
(√2 • √2 ∈ρ), что возвращает нас к противоречию ~ρ=ρ, 
из которого, как показано выше, вытекает, что √2  раци-
онально (√2 ∈ρ). 

Если вы продолжаете упорствовать и утверждать, что 
периодическая (!) десятичная дробь 1,(9) не является ра-
циональным числом, то вместо парадокса ~ρ=ρ «ирраци-
ональное равно рациональному» вы получаете парадокс 
?ρ=ρ «не рациональное, о котором запрещено говорить, 
что оно иррационально, равно рациональному» только и 
всего. 

Несмотря на то, что такие выдающиеся матема-
тики как Л.Брауэр, А.Гейтинг, А.Н.Колмогоров 
исследовали пропозиционное исчисление суж-

дений в контексте истинности и доказуемости, полу-
чившее затем обобщенное название «семантика Брауэ-
ра-Гейтинга-Колмогорова (БГК)», а К.Гедель в теоремах о 
неполноте обосновал доказуемость лишь существования 
противоречий в системе аксиом арифметики в рамках 
более полной системы, никто из них, как известно, так и 
не применил принцип противоречия непосредственно к 
основаниям математики. Хотя, как справедливо отмеча-
ет биограф Л.Брауэра и специалист по интуиционизму 
Дирк ван Дален, чтобы работать в этой области и «фор-
мализовывать понятие, его нужно сначала понять».30 
То есть у всех, кто разрабатывал эту семантику, имелись 
свои примеры парадоксов. Поэтому и подходы к пробле-
ме противоречий у них были несколько различны.    

30 ван Дален Д. Колмогоров и Брауэр о конструктивной им-
пликации и правило противоречия // Успехи математических 
наук. Т. 59, вып. 2(356), 2004. С.55

Причем, как пишет Дирк ван Дален, только А.Гейтинг, 
чьи взгляды изначально были наиболее близки взглядам 
Л.Брауэра (прохладно относившегося к самой идее пол-
ной формализации интуиционизма), сохранил до конца 
верность принципу противоречия и стал его трактовать 
как «предложение, выражающее задачу или, еще лучше, 
ожидание»31 построения, приводящего к противоречию.

А.Н.Колмогоров, и это особенно четко заявлено в ста-
тье «О принципе tertium non datur», наоборот, тракто-
вал отсутствие построения системы, не принадлежащей 
типу , в пользу отсутствия реального, неисправимо-
го в рамках  противоречия. Поэтому он, написав еще 
одну статью «К толкованию интуиционистской логики», 
добавил к принципу противоречия связку «есть реше-
ние» (если ~A решено, то решение А невозможно),32 и 
больше напрямую не возвращался к этой теме. Впрочем, 
проблема истинности и доказуемости подтолкнула его к 
введению понятия т.н. Колмогоровской степени сложно-
сти (минимальная длина совокупности знаков, описы-
вающая математический объект и его свойства), а затем 
Г.Чейтин указал на существование предела, не позволя-
ющего использовать для данного объекта какой-то еди-
ный, универсальный алгоритм построения. 

Можно сказать, что установка на «обещающий»  харак-
тер трактовки А.Гейтинга принципа противоречия по-
лучила тем самым косвенное подтверждение. Но суще-
ственным здесь является то, что исчислимые предикаты 
и формы суждений имеют своей целью переход от ме-
нее истинного к более истинному, а он осуществляется 
всегда через обнаружение и доказательство contradictio 
in adjecto («внутреннего противоречия»). Так что только 
непосредственная применимость принципа противоре-

31 ван Дален Д. Колмогоров и Брауэр о конструктивной им-
пликации и правило противоречия // Успехи математических 
наук. Т. 59, вып. 2(356), 2004. С.60
32 Там же. С.60	

➢ 
Можно объяснить разницу меж-
ду подходами А.Н.Колмогорова 
и А.Гейтинга тем, что первый 
выдавал большие «кредиты» 
обычной науке, существующей 
на конкретном историческом 
промежутке времени, а второй 
выдавал скромные, но все-таки 
тоже «кредиты» науке, могу-
щей сложиться в будущем. И 
тот, и другой доверяли свои 
«кредиты» интуитивно, но до-
веряли разным «наукам», раз-
деленным во времени поколе-
ниями ученых.   
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чия была целью всего процесса формализации интуи-
ционистской логики. Без применимости не может быть 
никакой доказуемости, а без доказуемости интуицио-
нистская логика становится такой же мертвой «бумагой» 
кредитного займа, который однажды взяли, но так и не 
вернули формалисты. И тем удивительнее наблюдать, 
как современный интуиционизм поэтапно отказывается 
от требования применимости, т.е. от непосредственных 
доказательств внутренних противоречий, превращаясь 
лишь в более рафинированную оболочку прежнего фор-
мализма.  

Далеко не случайно, что самый принцип противоречия 
начинает выглядеть для ряда исследователей даже сомни-
тельным.33 Ведь в любой формализации применимость 
отождествляется с импликацией логических суждений, 
а такое суждение как «принцип противоречия» оказыва-
ется вроде как пустым и незаполненным. А чтобы он и 
дальше оставался незаполненной формой суждения, до-
статочно просто игнорировать любое его применение.  

Не сложно понять причину, по которой научное 
сообщество не выдает и, надо полагать, никог-
да не выдаст по доброй воле ни одного «ордера» 

на применение принципа противоречия. В этом принци-
пе заключена слишком большая, слишком необузданная 
сила и опасность для науки, которая хотя и пользуется 
интуитивными озарениями, но состоит «в официальном 
браке» с формализмом, и этот брак требует исходить 
всегда из имеющихся средств для достижения намечен-
ных целей. 

Однако поставленные интуиционизмом задачи не мо-
гут быть решены за конечное время жизни одного чело-
века планомерным «движением от средств к цели». От 

33 ван Дален Д. Колмогоров и Брауэр о конструктивной им-
пликации и правило противоречия // Успехи математических 
наук. Т. 59, вып. 2(356), 2004. С.59

этого как раз и отталкивался Л.Брауэр, выдвигая столь 
непонятное и даже, пожалуй, абсурдное для нынешней 
научной методологии, почти Ницшеанское, требование 
«скачка от цели к средствам». Только если подумать, 
сколько лет пришлось бы ждать Д.И.Менделееву, пока 
средствами и методами науки XIX века будет оглашен 
весь список «необходимых элементов», чтобы получить, 
наконец, отмашку научного сообщества на их упорядо-
чение, то станет совершенно ясно, что сам Менделеев  
просто бы не дожил до такого счастливого момента, а на-
учное сообщество могло бы еще и в наши дни спорить, 
сколько в списке должно быть «необходимых элементов». 

В математике, где операции упорядочения охватывают 
не 50 и не 100, а порой многие миллиарды математиче-
ских элементов и объектов, требование «скачка от цели 
к средствам» было с древнейших времен даже не требо-
ванием, а скорее одним из условий существования мате-
матической науки. 

Например, Ж.Адамар, обнаружил минимум кривизны 
поверхности в гиперпространствах Римана, перескочив 
через «средство» — группу преобразований Лоренца, на 
основании которой строится теория относительности,34 
и он рассматривает целый ряд других подобных случаев 
из личного опыта. Фактически «скачок от цели к сред-
ствам» происходит в истории науки на каждом этапе ее 
развития. 

Можно сказать, оба эти случая: «движение от средств 
к цели» и «скачек от цели к средствам», —  следствие той 
самой первой Гильбертовой аксиомы порядка, который 
сам по себе возможен лишь при условии равноправия 
переходов как в направлении А  В  С, так в направ-
лении С  В  А. Что выглядит как нарушение «стрелы 
времени» или перемещения информации только в одном 
направлении из прошлого в будущее, но поскольку в 

34 Адамар Ж. Исследование психологии процесса изобрете-
ния в области математики. М., 1970. С.51



пространстве-времени-сознании перемещаются только 
интервалы, то есть только части континуальной инфор-
мации, то никакого противоречия в этом нет: часть бо-
лее полной информации не только может, но и должна 
уже содержаться на более ранних интервалах времени.  
И если научная методология не признает спонтанных 
перемещений информации из будущего в прошлое, то 
это говорит о противоречивости самих основ науки или  
о неспособности ученых осознавать свои знания и адек-
ватно воспринимать свойства континуума.   

Сосредоточенная медитация сознания и его расшире-
ние в область воображения или «подсознания» позволя-
ют совершать преобразования, необходимые для всякой 
интуиции (и достаточно ясной, и содержащей высокий 
уровень неопределенности), возможности которой тем 
сильнее и тем шире, чем сильнее и шире каждое кон-
кретное сознание способно концентрироваться и расши-
ряться. Через эту способность, так сказать, искривлять 
пространство-время-сознания, и достигается озарение, 
заключающееся в просачивании образов, решений, идей 
и т.д., которые могли, как кажется со стороны, возник-
нуть лишь в некотором, порой, в очень отдаленном бу-
дущем. 

Таким образом, интуиция не является ни прошлым, ни 
будущим, она не является также и настоящим, как мы его 
себе представляем, находясь в ситуации вполне опреде-
ленной исторической эпохи и т.п.; интуиция и есть не-
прерывность, соединяющая различные интервалы или 
точки пространства-времени: объективного, внутрен-
него нейрофизиологического, математического, космо-
логического и даже пространства мифологического или 
воображаемого. 

Риман, предложив для поиска простых чисел использо-
вать свойства ζ-функции, способной принимать действи-
тельные или мнимые значения, так и не опубликовал вы-
ражение, из которого выводятся свойства этой функции, 

поскольку «не смог его достаточно упростить».35 И гипо-
теза Римана о существовании такого «выражения» до сих 
пор занимает умы многих математиков. Так что, словами 
Ж.Адамара, «почти невозможно понять, как он [Риман] 
мог его [свойство ζ-функции] открыть, не используя ча-
стично этих [открытых позже] общих принципов».36  

Завуалированный вопрос Ж.Адамара можно сформу-
лировать иначе, в более явной форме, как, например, это 
сделал в своем докладе Дж. Халперн: «Допустим некто 
знает произведение двух (очень больших) простых чисел. 
В каком смысле он/она знает каждое из этих чисел, если 
разложение на множители может потребовать милли-
арды лет вычислений?».37 

Подобный «скачок» сознания кажется совсем уж чем-
то фантастическим и немыслимым. В обычной мате-
матике потому-то и возникают, словами Г.Вейля, экзи-
стенциальные «карты» о существовании «сокровищ», не 
указывающие, где они находится, что в формальном под-
ходе никто всерьез и не намерен их добывать. Но вы не 
можете быть шахтером, если вы никогда не спускались в 
шахту, не так ли? В этом смысле критика Л.Брауэра впол-
не убедительна, хотя даже интуиционизм не ставит зада-
чу «добыть все сокровища» и не отвергает полностью эк-
зистенциальные суждения, а предлагает хотя бы иногда 
их проверять конкретными построениями во избежание 
неистинных суждений, выдаваемых учеными с завид-
ным упорством за истинные. 

Тем не менее, в научном сообществе довольствуются 
тем, что наука и так уже обладает необходимыми и до-

35 Адамар Ж. Исследование психологии процесса изобрете-
ния в области математики. М., 1970. С.111	
36 Там же. С.111
37 Артемов С.Н. Подход Колмогорова и Геделя к интуицио-
нистской логике и работы последнего десятилетия в этом на-
правлении //	 Успехи математических наук. Т. 59, вып. 2(356), 
2004. 


На это обстоятельство обращал 
внимание еще Карл Густав Юнг, 
например, в описанном им «эф-
фекте скарабея»: пациентка 
рассказывает о сне про золото-
го скарабея, и в окно кабинета 
влетает вполне реальный жук-
скарабей. 
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статочными знаниями, так что степень истинности или 
глубина знаний давно перестала волновать большинство 
ученых. Наука избрала для себя путь незнания, и в этом 
видится опасность деградации научного опыта вслед-
ствие феноменальной косности ученых и все возраста-
ющего отрыва абстрактных знаний от непосредственно-
го опыта. «Наша наука с большим успехом увеличивает 
нашу мощь, чем наделяет нас знаниями...», — так описы-
вал этот тревожный симптом Юджин Вигнер,38 связывая 
с низким уровнем осмысления знаний трудности при их 
передаче последующим поколениям. 

Если Ю.Вигнер еще мог признаться, что кредит доверия 
к науке, осознающей лишь то, что ее возможности не без-
граничны, отнюдь не возрастает, а стремительно падает, 
то ученые XXI века вынуждены, наоборот, и дальше на-
бирать все новые и новые кредиты, «играя на повыше-
ние». Наука, действительно, превратилась в банковское 
искусство — в искусство выдавать кредиты для того, 
чтобы выдавать кредиты, а банковское искусство из осо-
бой формы благотворительности превратилось — и пре-
вратилось довольно давно — в искусство порабощения. 

Когда интуиция исследователя стреножена либо пол-
ностью обезножена «научными методами», а «научные 
методы» вырождаются в псевдонаучные, так как не обе-
спечивают достаточной точности и надежности основа-
ний, то становится невозможным ни дальнейшее «движе-
ние от средств к цели», ни «скачок от цели к средствам». 

Конечно, интуитивные решения о произведении 
двух очень больших простых чисел по Дж. Хал-
перну или о произведении дробей √2 • √2, ко-

нечный базис периода которых 1,414_ также представ-
ляет собой большое или очень большое число, то есть 
когда речь может идти о миллиардах лет компьютерных 
вычислений (что само по себе налагает много практиче-

38 Вигнер Ю. Этюды о симметрии. М., 1971. С.176
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ски невыполнимых условий), не говоря уже о невозмож-
ности полной записи таких чисел на клочке бумаги, ни в 
коем случае не следует понимать как чудесное обретение 
готовых, проверенных самой интуицией знаний. Тогда 
бы интуиционизм мало чем отличался от мистических 
откровений, выступающих «символом веры» формали-
стов, протягивающих пустые руки вместо «самых не-
сметных сокровищ», для добычи которых под аплодис-
менты академического сообщества брались совершенно 
ошеломительные и недоступные другим направлениям 
кредиты.

В том-то и дело, что интуиционизм как «скачок от цели 
к средствам» требует вслед за обретением интуитив-
ного знания вполне конструктивных построений — не 
туманных формальных описаний или логических дово-
дов, которые могут служить в качестве вспомогательных 
средств или инструкций, а именно выполнимых за ко-
нечное время геометрических и алгоритмических по-
строений! Несомненно, это требование оказывается не-
выполнимым для смелых, но интуитивно неочевидных 
экзистенциальных суждений, вроде той же Дедекиндо-
вой «точки сечения», которая в интерпретации Канто-
ра  стала относиться не произвольно к тому или другому 
классу, а к классу трансфинитных, сиречь актуально-бес-
конечных множеств. И здесь интуиционизм оказывается 
в значительной мере возвращением к традиционному 
пониманию науки как знаний, которые должны иметь 
применение к действительности.  

Что касается геометрического построения для дроби  
√2=1,414_(707_), то оно уже много раз демонстрирова-
лось.39 Это построение, подобно другим построениям 
для такого рода чисел, связано с разбиением квадрата 
АBCD на дискретную решетку и нахождением элементов 

39 Клещев Д.С. Ключ Давида (о решении второй математи-
ческой проблемы Дэвида Гильберта) // Философская мысль. 
№3, 2012. С.44-118



диагонального квадрата ACEF=х2. Важно отметить, что 
сама возможность такого построения является ярким 
примером, подтверждающим справедливость теоремы 
Г.Чейтина о существовании предела для объектов Кол-
могоровской степени сложности, при достижении кото-
рого один и тот же с формальной точки зрения объект 
может быть построен разными способами, дополняю-
щими представления об этом объекте и его свойствах.

Действительно, для обычной математики, в которой не 
требуется выполнять операции с очень большими чис-
лами, когда для того, чтобы задача считалась решенной, 
достаточно указать лишь несколько цифр десятичной 
последовательности, а видимость «точных» равенств на 
калькуляторе достигается с помощью программы, обры-
вающей вычисление на 32-м разряде, можно использо-
вать фиктивный алгоритм для построения √2:

S (ACEF) = 2S (ABCD)

Данный алгоритм является фиктивным, так как в нем, 
по сути, утверждается, что «число 2 является квадрат-
ным», т.е. таким же квадратным, как числа 1, 4, 9, 16... 
(или 12, 22, 32, 42...). Данное утверждение о «квадратно-
сти» числа 2 не соответствует действительности, точнее 
говоря, оно является псевдоистинным, и дальше из него 
вытекает псевдоистинное утверждение о том, что диа-
гональ квадрата «несоизмерима» с его стороной: нет по-
строения — нет и соизмерения! 

Но тогда мы должны задаться вопросом, кото-
рый следует из теоремы Г.Чейтина: является ли этот 
фиктивный алгоритм универсальным? Другими 
словами, не поменяет ли совокупность знаков, опи-
сывающих √2, свои свойства, если Колмогоровская 
степень сложности будет увеличена? 

Если свойства √2, действительно, не зависят от увели-
чения степени сложности, то мы полностью согласимся 

с выводом А.Н.Колмогорова, что в данном конкретном 
случае «псевдоистинная формула является истинной».40 
Если обнаружится, что свойства √2 находятся в зависи-
мости от увеличения длины совокупности знаков, то мы 
согласимся с выводом Г.Чейтина о существовании в дан-
ном случае предела сложности, и тогда утверждение о 
том, что «псевдоистинная формула» S (ACEF)=2S (ABCD) 
является «истинной», придется отвергнуть.

При разбиении квадрата ABCD на дискретную решет-
ку, в самом деле, можно найти принципиально другой 
алгоритм  для построения √2:

 S (АСЕF) = 2S (АВСD)–(2(АВ)–1)
или

х2 = 2n2–(2n –1), 
где n — число элементов, 

из которых состоит сторона квадрата АВСD.

То есть, если мы используем десятичные дроби, совсем 
не обязательно сводить отношение площади S квадрата 
АСЕF к целочисленному значению 2S (ABCD), что само по 
себе не имеет смысла, ведь 2 — число не квадратное. На 
самом деле достаточно найти разбиение х2=1414_, такое 
что его можно повторить для каждого n-го элемента диа-
гонали. Тогда при n  ∞ мы перейдем к периодической 
десятичной дроби √2=1,414_(707_)…

Такое разбиение для n = 4 выпол-
няется не за миллиарды лет, а за 
пару мгновений. Так, диагональный 
квадрат АCEF равен 25=5²=x². А зна-
чит, предел при n  ∞ становится 
периодически повторяющейся по-
следовательностью.

Мы получили два алгоритма: один 
из них является фиктивным, так как 

40 Колмогоров А.Н. О принципе tertium non datur // Избран-
ные труды. М., 1985. С.62	
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из него можно получить некорректное высказывание, что 
«число 2 является квадратным»; другой позволяет обойти 
это некорректное высказывание, поскольку из него следу-
ет, что х2 = 1414_= 199_800_1. Во втором случае мы полу-
чаем не фиктивный квадрат, которому в обычной мате-
матике не соответствует никакого построения, а именно 
квадратное число. 

Причем как раз в режиме построения такого квадрат-
ного числа 199_800_1 и находится каждый шаг прибли-
жения в дроби √2=1,414...:

Если бы десятичное значение √2=1,414... было непери-
одическим, как утверждается в псевдоистинной мате-
матике, то на каждом шаге мы бы получали хаотичный 
набор из девяток и не-девяток. В реальности мы полу-
чаем такое число девяток, которое указывает на прибли-
жение к разрядности числа 199_800_1. При подробном 
изучении выявляется целый ряд других свойств числа 
√2=1,414..., которыми могут обладать только периодиче-
ские десятичные дроби. 

Иначе говоря, свойства √2 зависят от длины со-
вокупности знаков. В так называемой обычной 
математике, конечно, это не так уж и важно: 

многие результаты псевдоистинной математики будут 
походить на результаты истинной (или, скажем точнее, 
более истинной математики). Но такие свойства как «пе-
риодичность» или «непериодичность», «рациональность» 
или «иррациональность» будут иметь критическое значе-
ние, если требуется обосновать непрерывность контину-
ума или сходимость последовательности √22=1,414...2 к 
значению числа 2. 

1,412 =1,9_881
1,4142 = 1,99_9396
1,41422 = 1,999_96164 
1,414212 = 1,9999_899241
1,414213² = 1,99999_8409369;
1,4142135² = 1,999999_82358225;
1,41421356² = 1,9999999_932878736 и т.д.

В XIX веке профессор Леопольд Кронекер, как извест-
но, резко выступавший против теории множеств, преду-
преждал о ненадежности выводов анализа, неподтверж-
денных арифметически: «Скоро арифметика покажет 
настоящие точные пути анализу и убедит в неверности 
всех тех умозаключений, с которыми работает современ-
ный, так называемый, анализ».41 Выдающийся математик 
Вейерштрасс на старости лет был буквально доведен до 
слез такими замечаниями Кронекера.42

Но в начале XX века, действительно, появилось направ-
ление интуиционизма, которое подвергло радикально 
глубокой критике основания математической науки. В 
ответ на эту малоприятную для математиков критику 
Д.Гильберт мог ответить только следующее: «То, что де-
лают Вейль и Брауэр, есть ни что иное как возрождение 
идей Кронекера!  Они стремятся спасти математику, вы-
брасывая за борт все то, что причиняет беспокойства...  
Если бы мы приняли реформу, которую они предлагают,         
то подверглись бы риску потерять большую часть наших 
самых ценных сокровищ».43  

Послушайте, ну, так где они, эти пресловутые «самые 
ценные сокровища»? Что считать «сокровищем»? Фиктив-
ные доказательства, в которых искусственно вводятся 
исключения и ограничивается выбор алгоритмов? Тогда 
«сокровищем» следует считать и, например, следующее 
псевдоистинное доказательство «неделимости единицы»: 
ограничим алгоритм делением только на единицу, тогда, 
разделив единицу, получим 1/1=1, следовательно, «едини-
ца неделима». Можно смеяться или плакать, но такая схе-
ма нередко используется в фиктивных доказательствах 
«обычной математики» и теории множеств.        

41 Васильев А.В. Вступительная статья «От Евклида до Гиль-
берта» // Д.Гильберт. Основания геометрии. Петроград, 1923, 
С.XXIV
42 Рид К. Гильберт. М.,1977.	С.40
43 Рид К. Гильберт. М.,1977.	С.202	
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➢ 
Эти два условия: искусствен-
ное исключение и ограничение 
выбора алгоритма, — являют-
ся условиями для применения 
двойных стандартов, столь рас-
пространенных в наши дни в 
международной политике и в 
масс-медиа, создающих фейко-
вые новости, фейковую исто-
рию и фейковое общественное 
сознание.   



Не случайно весь этот список «сокровищ», перечислен-
ных Д.Гильбертом в 1922 году на собрании математиков 
в Гамбурге, начинается с «общего понятия иррациональ-
ного числа». Как было показано выше, именно в «класси-
ческих иррациональностях» квадратичных, кубических и 
др. возникает парадокс ~ρ=ρ, для исключения которого 
периодические дроби с периодом (9) были наделены еще 
более сомнительным свойством ?ρ «не рациональности», 
лишь заменившим один парадокс другим ?ρ=ρ.

Пытаясь отстоять сложившуюся «общепризнанную» ма-
тематику, Д.Гильберт заявлял: «Насколько у Кронекера было 
мало шансов упразднить иррациональные числа...  настоль-
ко же маловероятен и успех Вейля и Брауэра. Брауэр не пред-
ставляет собой революцию, как это считает Вейль, — 
только повторение попытки организовать Putsch».44

Но историк науки может задаться вопросом: а 
когда же в действительности произошел пер-
вый «математический путч»? И ответ вновь 

оказывается не в пользу школы формалистов. Ведь са-
мый первый «математический путч» произошел как 
раз во времена Пифагорейского братства (V в до н.э.), 
когда математик Гиппас получил свое знаменитое псев-
доистинное доказательство «несоизмеримости» сторо-
ны и диагонали квадрата. 

В отличие от нынешних формалистов, назвавших это 
доказательство «наилучшим классическим примером рас-
суждения от противного в математике»,45 в античности 
вокруг этой теоремы развернулась ожесточенная борьба. 
Пифагорейцы отказывались ее признавать, так что Гип-
пас был изгнан из Пифагорейского братства, после чего 
он примкнул к зачинщикам Кротонского погрома.46

44 Рид К. Гильберт. М.,1977.	С.204		
45 Бурбаки Н. Теоря множеств. М., 1965. С.300	
46  Ямвлих. Жизнь Пифагора / Под ред. В.Б.Черниговского. М., 
1998. С.150	

По этическим соображениям об этом не принято гово-
рить, но после физической расправы над пифагорейца-
ми во время Кротонского бунта Гиппас и его сторонники 
оказались носителями «единственно истинной матема-
тики», согласно которой диагональ была несоизмерима 
на том основании, что единица считалась неделимым 
числом.47 Означает ли это, что мы и теперь должны отно-
сить античную аксиому неделимости единицы к «самым 
ценным сокровищам» математики?

Ведь на дворе уже XXI век, и ссылки на авторитет Пла-
тона и Аристотеля,48 признававших аксиому неделимо-
сти единицы и, следовательно, теорему Гиппаса, остав-
ленные нам самим Кантором,49 уже не выглядят столь 
убедительными. По крайней мере, для интуиционистов. 

Если математики хранят на борту своего корабля тай-
ную доктрину о «неделимости» единицы, а сами зани-
маются ее делением, используя десятичные дроби, то в 
таком корабле зияют чудовищно большие дыры! По сло-
вам Д.Гильберта, «если какому-нибудь понятию присво-
ены признаки, которые друг другу противоречат, то... 
это понятие математически не существует».50 Следо-
вательно, в псевдоматематике, которую в учебниках пре-
подносят как «истинную науку», отсутствует даже поня-
тие «единица». Вы, конечно, можете плыть куда угодно 
на таком корабле, но только в своем воображении, пока 
ваш «корабль» не спустили на воду. 

Кризис оснований математики, разразившийся в кон-
це XIX — начале XX века и продолжающийся вплоть до 
наших дней, не является поэтому результатом обнару-
жения одних лишь пародоксов теории множеств Георга 
Кантора, как об этом сообщается во всех монографи-

47 ван дер Варден Б.Л. Пробуждающаяся наука. М., 1959. С.69
48 Аристотель. Сочинения в четырех томах. М., 1981, ТIII. С.120
49  Кантор Г. К учению о трансфинитном // Труды по теории 
множеств.М., 1985. С.273	
50 Гильберт Д. Математические проблемы. М., 1969. С.26
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ях по философии математики. Настоящие корни этого 
кризиса уходят в античность, а по большому счету — в 
псевдоистинную теорему Гиппаса, поставившую задачу  
о построении заведомо несуществующего «квадратно-
го числа 2», хотя за рамками «общепризнанной» системы 
типа  существует вполне конструктивное решение. 

Подход к решению этой проблемы, как мы видели, не-
возможен без первой аксиомы порядка Гильберта, так 
что интуиционизм не предлагает и не предлагал «разру-
шать до оснований» здание математики. Интуиционизм 
убедительно совмещает в себе атомистическое восприя-
тие с восприятием континуальным через понятие интер-
вала — и такое взаимодействие двух понятийных аппа-
ратов характерно не только для основ математики, оно 
лежит в основе самого феномена сознания как сопряже-
ния «левостороннего» и «правостороннего» мышления. 

Что же касается формализма, то он оказывается лишь 
оторвавшейся от правого полушария частью общей ин-
туиционистской математики — сиречь возгордившимся 
интеллектом, вкусившим плоды познания и отпавшим 
от истины, решив подменить собой бесконечный и без-
начальный Разум. Истинная математика — та и только 
та, что открывается нам в глубинах сознания, ибо ника-
кой другой математики, равно как понятий о казуальных 
связях мира, включая понятие о времени и пространстве, 
вне мышления и сознания не существует и существовать 
не может. В этом смысле Л.Брауэр — это и спустя сто лет 
революция, а теорема Гиппаса — противоречие и кризис 
даже спустя две с половиной тысячи лет! 

В интуиции человека заложены поистине неисчерпа-
емые возможности — способность находить решения, 
для которых потребовались бы миллиарды и миллиарды 
лет вычислений, немыслимые количества энергии и ре-
сурсов. И хотя интуиция человека, как показывает исто-
рия науки, не всегда оказывается источником надежных 
знаний — это единственный источник новых знаний и 
открытий, которым мы, в конечном счете, располагаем. 


Здесь легко угадывается аллю-
зия на слова Д.Гильберта: «Ни-
кто не сможет изгнать нас из 
трансфинитного рая, откры-
того Кантором».


