
Áåñåäà 1

1 Ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé
îñöèëëÿòîð è ðîòàòîð îäíîâðåìåííî

Â êëàññè÷åñêîé è êâàíòîâîé ôèçèêå äâå ýëåìåíòàðíûå ìåõàíè÷åñêèå ñèñòåìû èã-
ðàþò âàæíóþ ðîëü- ýòî îñöèëëÿòîð è ðîòàòîð.

1. Ïðîñòåéøèé îñöèëëÿòîð ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ìàññû m, ïîäâåøåííîé íà
ïðóæèíå â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå Çåìëè. Â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ, êîãäà âåñ ìàññû
P = mg óðàâíîâåøåí óïðóãîé ñèëîé ïðóæèíû F = kx0, ìàññà m íàõîäèòñÿ â ïîêîå.
Åñëè ñìåñòèòü ìàññó â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, òî îíà,
êàê íàì õîðîøî èçâåñòíî, íà÷íåò ñîâåðøàòü êîëåáàòåëüíûå äâèæåíèÿ îòíîñèòåëüíî
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.

2. Ïðîñòåéøèé ðîòàòîð ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå äâóx ìàññ m, ñîåäèíåííûõ ìåæ-
äó ñîáîé íåðàñòÿæèìûì ñòåðæíåì äëèííû l, è âðàùàþùèõñÿ âîêðóã îñè, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç èõ îáùèé öåíòð ìàññ.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó òðåõ òåë, êîòîðàÿ ñîâìåùàåò â
ñåáå ðîòàòîð è îñöèëëÿòîð (ñì. (ðèñ.1)). ß ïðåäëîæèë íàçûâàòü òàêóþ ìåõàíè÷åñêóþ
ñèñòåìó 4-D ãèðîñêîïîì (÷åòûðåõìåðíûì ãèðîñêîïîì), â îòëè÷èå îò îáû÷íîãî 3-D
ãèðîñêîïà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé âðàùàþùååñÿ òâåðäîå òåëî. Ïî÷åìó äàíî òàêîå
íàçâàíèå ñòàíåò ÿñíî èç ñëåäóþùèõ áåñåä.

Çàìå÷àíèå. Çàäà÷à î äâèæåíèè âðàùàþùåãîñÿ òâåðäîãî òåëà (3-D ãèðîñêîïà) âî-
êðóã íåïîäâèæíîé òî÷êè íå ðåøåíà îêîí÷àòåëüíî äî ñèõ ïîð, õîòÿ åå ðåøàëè òàêèå
èçâåñòíûå ó÷åíûå êàê Ë.Ýéëåð, Ñ.Êîâàëåâñêàÿ è äð. Â ýòîé çàäà÷å íå íàéäåí îäèí
èç èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ (èëè îäèí èç çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ).

Èòàê, ìû èìååì ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç òðåõ òåë: öåíòðàëüíîå òåëî
ñ ìàññîé M è äâà ìàëûõ òåëà ñ îäèíàêîâûìè ìàññàìè m. Â öåíòðå áîëüøîé ìàññû
M óñòàíîâëåíà îñü O1, íà êîòîðîé çàêðåïëåíû äâà íåðàñòÿæèìûõ ñòåðæíÿ äëèííû
r. Íà êîíöàõ ýòèõ ñòåðæíåé íàõîäÿòñÿ ìàññû m. Ñòåðæíè ìîãóò ñâîáîäíî âðàùàòüñÿ
âîêðóã îñè O1, ïðè ýòîì îíè âðàùàþòñÿ â ðàçíûå ñòîðîíû, ñèíõðîííî è ñ ðàâíîé ïî
ìîäóëþ óãëîâîé ñêîðîñòüþ.

Âîïðîñ 1.
×òî ïðîèçîéäåò ñ ñèñòåìîé, åñëè ïðèäàòü ìàññàì âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå âîêðóã

îñè O1?

Îòâåò 1.
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Ðèñ. 1: Ïðèíöèïèàëüíàÿ ñõåìà 4-D ãèðîñêîïà
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Â ñèëó ñèììåòðèè ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî îñè x, áîëüøàÿ ìàññà M áóäåò ñîâåðøàòü
êîëåáàòåëüíûå äâèæåíèÿ îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ ñèñòåìû, äâèãàÿñü ñ ïåðåìåííîé
ñêîðîñòüþ v(t) âäîëü îñè x, à ìàëûå ìàññû m áóäóò âðàùàòüñÿ âîêðóã îñè O1 c ïåðå-
ìåííîé óãëîâîé ÷àñòîòîé ω(t).

Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó, ýëåìåíòû êîòîðîé ñî-
âåðøàþò êîëåáàòåëüíûå è âðàùàòåëüíûå äâèæåíèÿ îäíîâðåìåííî.

Ïðåæäå, ÷åì ïîêàçàòü ýòî àíàëèòè÷åñêè ïîïûòàåìñÿ îòâåòèòü íà íåêîòîðûå âî-
ïðîñû, îòíîñÿùèåñÿ ê ôèçèêå ñèñòåìû.

Âîïðîñ 2.
×òîáû îïèñàòü àíàëèòè÷åñêè ýòó ñèñòåìó íàäî èñïîëüçîâàòü ìåõàíèêó Íüþòîíà

(ìåõàíèêó òî÷êè â èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà)?

Îòâåò 2.
Íåò, ìåõàíèêó òî÷êè èñïîëüçîâàòü íåëüçÿ, ïîñêîëüêó ýòî ñèñòåìà òåë, âíóòðè êî-

òîðîé èìååòñÿ âðàùåíèå åå ÷àñòåé.

Âîïðîñ 3.
Òîãäà, âîçìîæíî, íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ìåõàíèêó òâåðäîãî òåëà Ýéëåðà-

Íüþòîíà?

Îòâåò 3.
Íåò, ìåõàíèêó òâåðäîãî òåëà èñïîëüçîâàòü íåëüçÿ, ïîñêîëüêó ðàññòîÿíèÿ ìåæó

ìàññàìè âíóòðè ñèñòåìû ìåíÿåòñÿ. Â òâåðäîì òåëå ðàññòîÿíèå ìåæäó ìàññàìè ïîñòî-
ÿííî.

È, íàêîíåö, ñàìûé ãëàâíûé
Âîïðîñ 4.
Áóäóò ëè ýëåìåíòû ñèñòåìû äâèãàòüñÿ óñêîðåííî ñêîëü óãîäíî äîëãî, åñëè ïðåíå-

áðå÷ü òðåíèåì è íå äåéñòâîâàòü íà ñèñòåìó âíåøíèìè ñèëàìè?

Îòâåò 4.
Äà, öåíòðàëüíàÿ ìàññà áóäåò ñîâåðøàòü êîëåáàòåëüíûå äâèæåíèÿ, à ìàëûå ìàññû

âðàùàòüñÿ âîêðóã îñè, ïîñêîëüêó, êàê ìû ïîêàæåì íèæå, ïîëíàÿ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ
ñèñòåìû â èäåàëüíîì ñëó÷àå ñîõðàíÿåòñÿ.

Âûâîä.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå ìåõàíè÷åñêèå ñèñòåìû, âíóòðè êî-

òîðûõ ñîâåðøàåòñÿ óñêîðåííîå äâèæåíèå ìàññ "ïî èíåðöèè"â îáîáùåííîì
ïîíèìàíèè ýòîãî ÿâëåíèÿ.

Áåñêîíå÷íî äîëãîå âðàùåíèå ñâîáîäíîãî 3-D ãèðîñêîïà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñò-
íûé ñëó÷àé òàêîãî îáîáùåííîãî ïîíèìàíèÿ äâèæåíèÿ ïî èíåðöèè.

2 Ýíåðãèè 4-D ãèðîñêîïà

Íàéäåì êîîðäèíàòû ýëåìåíòîâ ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îò-
ñ÷åòà:
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1. Êîîðäèíàòà öåíòðàëüíîãî òåëà, èçîáðàæåííîé íà (ðèñ.1) ñèñòåìû, çàïèøåòñÿ
êàê

x,

êîîðäèíàòà x1 ìàññû m1

x1 = x + rcosφ,

êîîðäèíàòà x2 ìàññû m2

x2 = x + rcosφ.

Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ êîîðäèíàò y1 è y2, íàõîäèì

y1 = −y2 = rsinφ.

Ñêîðîñòü öåíòðàëüíîãî òåëà íàõîäèì êàê

v =
dx

dt
= ẋ.

Êîìïîíåíòû ñêîðîñòåé âðàùàþùèõñÿ òåë èìåþò âèä

v1x = v2x = ẋ− rφ̇ sin φ,

v1y = ẏ1 = rφ̇cosφ, v2y = ẏ2 = −rφ̇cosφ.

Êâàäðàòû ëèíåéíûõ ñêîðîñòåé âðàùàþùèõñÿ òåë ðàâíû è îïðåäåëÿþòñÿ êàê

v2
1 = v2

2 = v2
1x + v2

1y = v2
2x + v2

2y,

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà çíà÷åíèÿ ñêîðîñòåé, íàõîäèì

v2
1 = v2

2 = r2φ̇2 − 2rẋφ̇ sin φ + ẋ2.

Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû òåïåðü çàïèñûâàåòñÿ â âèäå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè äâè-
æåíèÿ ñîñòàâëÿþùèõ åå ìàññ

T =
1

2
Mv2 +

1

2
2mv2

1. (1)

Ýòà ýíåðãèÿ îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà ñèñòåìû è, ïðè èñïîëüçî-
âàíèè ïîëó÷åííûõ âûøå ñîîòíîøåíèé äëÿ ñêîðîñòåé äâèæåíèÿ, ìîæåò áûòü çàïèñàíà
â âèäå

L = T =
1

2
Mẋ2 + m(r2φ̇2 − 2rẋφ̇ sin φ + ẋ2) ,

èëè

L = T =
1

2
(M + 2m)v2 + mr2ω2 − 2mrvω sin φ, (2)

ãäå ω = φ̇.
Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò ïÿòü òèïîâ ýíåðãèé ÷åòûðåõìåðíîãî ãèðîñêîïà:
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1) âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ

E =
(M + 2m)v2

2
;

2) âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ

W = mr2ω2 =
Jω2

2
; J = 2mr2

3) âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ïîñòóïàòåëüíûì è âðàùàòåëüíûì
äâèæåíèÿìè

H = −2mrvω sin φ ;

4) ïîëíàÿ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ

T = E + W + H . (3)

Êîîðäèíàòà öåíòðà ìàññ ñèñòåìû N òåë íàõîäèòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

xc =

∑N
i=1 mixi∑N
i=1 mi

.

Èñïîëüçóÿ (ðèñ.1), íàõîäèì

xc =
Mx + 2m(x + r cos φ)

M + 2m
= x(t) +

2mr

M + 2m
cos φ(t). (4)

Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå ïî âðåìåíè, ïîëó÷èì

vc = v(t)− 2mr

M + 2m
ω sin φ(t). (5)

Èñïîëüçóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå,íàõîäèì
5) ýíåðãèþ öåíòðà ìàññ ñèñòåìû (èëè âíåøíþþ ýíåðãèþ)

Ec =
(M + 2m)v2

c

2
=

P 2
c

2(M + 2m)
. (6)

Ïîëíóþ ýíåðãèþ ìîæíî òàê æå ïðåäñòàâèòü â âèäå

T = Ec + W + Hc , (7)
ãäå

Hc = −k2 sin2 φmr2ω2. (8)
Èç ôîðìóëû (5) íàõîäèì

ω =
v − vc

B sin φ
, B = k2r =

2mr

M + 2m
.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ñîîòíîøåíèå â ôîðìóëó (8) è ñîâåðøàÿ íåîáõîäèìûå ïðåîáðàçî-
âàíèÿ, èìååì
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Hc = −1

2
(M + 2m)(v − vc)

2.

Ñíîâà èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (5), ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíî

Hc = −1

2
(M + 2m)(v2 − v2

c ) + (M + 2m)vcωB sin φ. (9)

Â ýòîì ñîîòíîøåíèè ýíåðãèÿ

Hint = (M + 2m)vcωB sin φ = 2mrvcω sin φ (10)
îòâå÷àåò çà âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ïîñòóïàòåëüíûì äâèæåíèåì öåíòðà ìàññ vc è óã-
ëîâîé ñêîðîñòüþ ω âðàùåíèÿ ìàëûõ ìàññ m.

Èìåííî îíà ïîçâîëÿåò ïðåîáðàçîâûâàòü ïîñòóïàòåëüíóþ ýíåðãèþ öåíòðà ìàññ âî
âíóòðåííþþ âðàùàòåëüíóþ è íàîáîðîò, ÷òî äåëàåò èññëåäóåìóþ ñèñòåìó èñêëþ÷è-
òåëüíî ñâîåîáðàçíîé, ïîñêîëüêó â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ âíóòðåííÿÿ âðàùàòåëüíàÿ
ýíåðãèÿ è âíåøíÿÿ ïîñòóïàòåëüíàÿ àääèòèâíû.

Ïîäñòàâëÿÿ (10) â ôîðìóëó (7), ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ïîëíîé ýíåð-
ãèè ñâîáîäíîãî 4-D ãèðîñêîïà

T = (M + 2m)v2
c −

1

2
(M + 2m)v2 + mr2ω2 + 2mrvcω sin φ. (11)

Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ:

1. Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñâîáîäíîãî îò âíåøíèõ âîçäåéñòâèé 4-D ãèðîñêîïà ñîõðàíÿåòñÿ.

d

dt
T =

d

dt

(
1

2
(M + 2m)v2 + mr2ω2 − 2mrvω sin φ

)
= 0,

÷òî ìîæíî ïîêàçàòü ïóòåì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ.

2. Ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ ñâîáîäíîãî ïîñòîÿííà

vc = const

è ýôôåêòèâíûé îáìåí ìåæäó ýíåðãèåé öåíòðà ìàññ è âíóòðåííåé âðàùàòåëüíîé ýíåð-
ãèåé ïðîèñõîäèò â ìîìåíò âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ íà 4-D ãèðîñêîï.

Ýòî áóäåò ïîêàçàíî (òåîðåòè÷åñêè è ýêñïåðèìåíòàëüíî) â ïîñëåäóþùèõ áåñåäàõ.
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