
Áåñåäà 7

Ïðîøëî 317 ëåò ñ òåõ ïîð, êàê ìû îïèñûâàåì íåðåëÿòèâèñòñêèå ìåõàíè÷åñêèå
ýêñïåðèìåíòû, ïðîèñõîäÿùèå "íà ñòîëå" ñ ïîìîùüþ ìåõàíèêè Íüþòîíà. È õîòÿ
ìåõàíèêà Íüþòîíà îáîáùàëàñü óæå òðèæäû; ïðè ñîçäàíèè ñïåöèàëüíîé òåîðèè
îòíîñèòåëüíîñòè, îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè è êâàíòîâîé ìåõàíèêè, ñóùåñòâóåò
âîçìîæíîñòü äëÿ åå äàëüíåéøåãî îáîáùåíèÿ.

Âñå íîâîå - ýòî õîðîøî çàáûòîå ñòàðîå. Ïåðåä ñîçäàíèåì îñíîâ ìåõàíèêè Íüþòîíà
(1687 ã.) Ðåíå Äåêàðò îòñòàèâàë òî÷êó çðåíèÿ, ÷òî âñÿêîå äâèæåíèå åñòü âðàùåíèå.
Âîçðîæäàÿ èäåè Ð.Äåêàðòà, ïîñòðîèì íåðåëÿòèâèñòñêóþ (â ñìûñëå ìàëûõ ñêîðîñòåé,
ïî ñðàâíåíèþ ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà) ìåõàíèêó, â êîòîðîé âñå äâèæåíèÿ ñâîäÿòñÿ ê
âðàùåíèþ.

1 Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãàëèëåÿ è íåãîëîíîìíûå óãëîâûå
êîîðäèíàòû

Â îñíîâå ìåõàíèêè Íüþòîíà ëåæàò íåðåëÿòèâèñòñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãàëèëåÿ-
Íüþòîíà

x′α = xα − Vαt, t′ = t Vα = const, (1)
ϕ̆′β = ϕ̆β + ῠβ, (2)

α, β, ... = 1, 2, 3.

Ñîîòíîøåíèÿ (1) îáû÷íî ïðåäñòàâëåíû âî âñåõ ó÷åáíèêàõ è òðàêòóþòñÿ êàê
âçàèìíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò è âðåìåíè äâóõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåì îòñ÷åòà,
äâèæóùèõñÿ îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ Vα. Äðóãîå äåëî
ðàâåíñòâà (2), êîòîðûå îïèñûâàþò ïîâîðîò (à íå âðàùåíèå!) áàçèñíûõ âåêòîðîâ
øòðèõîâàííîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà ïî îòíîøåíèþ ê èñõîäíîé íà
ïîñòîÿííûé óãîë ῠβ. Â (2) êðóãëûå êàâû÷êè íàä óãëàìè ïîñòàâëåíû äëÿ òîãî,
÷òîáû ïîä÷åðêíóòü, ÷òî êîíå÷íûå óãëû íå îáðàçóþò âåêòîðà, ïîñêîëüêó, â îòëè÷èå
îò òðàíñëÿöèîííûõ êîîðäèíàò xα, ÿâëÿþòñÿ íåãîëîíîìíûìè (íå èíòåãðèðóåìûìè)
êîîðäèíàòàìè. Ìàòåìàòè÷åñêèå è ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà ãîëîíîìíûõ êîîðäèíàò xα è
íåãîëîíìíûõ êîîðäèíàò ϕ̆β ðàçëè÷íû.

Äåéñòâèòåëüíî, êîîðäèíàòû x1, x2, x3 îáðàçóþò ïîëÿðíûé âåêòîð, à êîîðäèíàòû
ϕ1, ϕ2, ϕ3 íå îáðàçóþò âåêòîðà âîîáùå. Âåêòîð (àêñèàëüíûé) îáðàçóþò áåñêîíå÷íî
ìàëûå ïðèðàùåíèÿ óãëîâ dϕ1, dϕ2, dϕ3.
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Â îáùåì ñëó÷àå ïîëÿðíûé è àêñèàëüíûé âåêòîðà èìåþò ðàçëè÷íûå çàêîíû
ïðåîáðàçîâàíèÿ; åñëè ëþáàÿ èç êîîðäèíàò ïîëÿðíîãî âåêòîðà ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðîì,
òî êîîðäèíàòû àêñèàëüíîãî âåêòîðà ÿâëÿþòñÿ ïñåâäîñêàëÿðàìè. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî àêñèàëüíûé âåêòîð ïðè ïîâîðîòàõ ïðåîáðàçóåòñÿ êàê ïîëÿðíûé âåêòîð ïðè
òðàíñëÿöèÿõ, ò.å. çíàê ïðîåêöèé ýòîãî âåêòîðà íà êîîðäèíàòíûå îñè íå ìåíÿåòñÿ;
ïðè äèñêðåòíîì ïðåîáðàçîâàíèè, ñîîòâåòñòâóþùåì èíâåðñèè êîîðäèíàòíûõ îñåé,
ïðîåêöèè àêñèàëüíîãî âåêòîðà íå ìåíÿþò ñâîåãî çíàêà, â òî âðåìÿ êàê ïðîåêöèè
ïîëÿðíîãî âåêòîðà ìåíÿþò çíàê.

Êîîðäèíàòû ϕ1, ϕ2, ϕ3 ñ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè íàçûâàþòñÿ íåãîëîíîìíûìè
êîîðäèíàòàìè (ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîâîðîòîâ íà êîíå÷íûé óãîë íå
êîììóòèðóþò äðóã ñ äðóãîì) â îòëè÷èå îò ãîëîíîìíûõ êîîðäèíàò x1, x2, x3. Ïðè
äâèæåíèè â íåãîëîíîìíûõ êîîðäèíàòàõ ðåçóëüòàò äâóõ ïîâîðîòîâ íà êîíå÷íûå óãëû,
âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñèò îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýòèõ ïîâîðîòîâ. Äëÿ èëëþñòðàöèè
ýòîãî óòâåðæäåíèÿ, ðàññìîòðèì äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïîâîðîòà âîêðóã îñåé x è z
íà óãëû 90◦ (ðèñ. 1, 2).

Ðèñ. 1: Äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïîâîðîòà íà óãîë 180◦ à � ïîâîðîò íà 90◦ ïî ÷àñîâîé
ñòðåëêå âîêðóã îñè z; á � òî æå,

âîêðóã îñè x; â � ðåçóëüòàò äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïîâîðîòîâ

Ðèñ. 2: Ñìåíà ïîðÿäêà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïîâîðîòîâ íà óãîë 180◦ à � ïîâîðîò ïî
÷àñîâîé ñòðåëêå íà óãîë 90◦ âîêðóã îñè x; á � òî æå,

âîêðóã îñè z; â � ðåçóëüòàò äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïîâîðîòîâ

Èç ðèñóíêîâ âèäíî, ÷òî ðåçóëüòàò äâóõ êîíå÷íûõ ïîâîðîòîâ âîêðóã îñåé x è z
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çàâèñèò îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýòèõ ïîâîðîòîâ (ïîëîæåíèÿ êâàäðàòà ñî çâåçäî÷êîé â
âåðõíåì ïðàâîì óãëó íà ðèñ.1, â è ðèñ.2, â íå ñîâïàäàþò).

Àêñèàëüíûå âåêòîðà ðàçëè÷àþòñÿ îðèåíòàöèåé, è äëÿ èõ ïîëíîãî îïèñàíèÿ
íåîáõîäèìî çàäàâàòü îðèåíòèðóåìûå ìíîãîîáðàçèÿ, õàðàêòåðèçóåìûå ïðàâûìè è
ëåâûìè ñèñòåìàìè îòñ÷åòà. Â îðèåíòèðóåìûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ïîÿâëÿþòñÿ ïðàâûå è
ëåâûå àêñèàëüíûå âåêòîðà è âñÿêèé íóëåâîé àêñèàëüíûé âåêòîð ìîæíî ïðåäñòàâèòü
êàê ïàðó àêñèàëüíûõ âåêòîðîâ, ïðîåêöèè êîòîðûõ ðàçëè÷àþòñÿ çíàêàìè.

Ïðèìåðîì àêñèàëüíîãî âåêòîðà ÿâëÿåòñÿ òðåõìåðíàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü ωωω,
âõîäÿùàÿ âî âðàùàòåëüíûå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà. Ýòîò âåêòîð ïðåîáðàçóåòñÿ íå òîëüêî
â ãðóïïå òðàíñëÿöèé T3 Ãàëèëåÿ�Íüþòîíà (1), íî è â ãðóïïå òðåõìåðíûõ ïîâîðîòîâ
O(3), äåéñòâóþùåé íà ìíîãîîáðàçèè óãëîâûõ êîîðäèíàò ϕ1, ϕ2, ϕ3.

2 Ìåõàíèêà Äåêàðòà. Çàäàíèå òðàíñëÿöèîííîé
ñêîðîñòè ÷åðåç ïñåâäîåâêëèäîâû óãëû

Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãàëèëåÿ-Íüþòîíà (1) è (2) èìåþò ðàçëè÷íóþ ïðèðîäó, à èìåííî:
òðàíñëÿöèîííûå êîîðäèíàòû xα ïðåîáðàçóþòñÿ â ãðóïïå òðàíñëÿöèé T3, òîãäà êàê
óãëîâûå ïåðåìåííûå ϕ̆β îáðàçóþò ãðóïïó ïîâîðîòîâ O(3). Ïåðåõîä èç îäíîé ãðóïïû
â äðóãóþ íåâîçìîæåí, ïîñêîëüêó óãëû è òðàíñëÿöèîííûå êîîðäèíàòû, êàê ìû
ïîêàçàëè, ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà. Òåì íå ìåíåå, â ìåõàíèêå
ïðèíÿòî ïåðåõîäèòü èç èíåðöèàëüíûõ â óñêîðåííûå ñèñòåìû îòñ÷åòà ( â òîì ÷èñëå è
âî âðàùàþùèåñÿ) ñ ïîìîùüþ òðàíñëÿöèîííûõ ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò. Íàïðèìåð,
ïðåîáðàçîâàíèÿ â óñêîðåííóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà, êîòîðàÿ äâèæåòñÿ ñ ïîñòóïàòåëüíûì
óñêîðåíèåì Wα (ïðåîáðàçîâàíèÿ Ä'Àëàìáåðà), èìåþò âèä

x′α = xα − Wαt2

2
. (3)

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîâåðøàþòñÿ â ãðóïïå òðàíñëÿöèé T3.
Çàïèøåì òåïåðü ïðåîáðàçîâàíèÿ, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ïåðåõîäó èç

èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà âî âðàùàþùóþñÿ. Ïóñòü îñè z ýòèõ ñèñòåì ñîâïàäàþò.
Òîãäà îáû÷íî èñïîëüçóþò ñëåäóþùèå êîîðäèíàòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

x′ = x cos Ωt− y sin Ωt, y′ = x sin Ωt + y cos Ωt, z′ = z, (4)
ãäå Ω - óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ óñêîðåííîé ñèñòåìû îòñ÷åòà îòíîñèòåëüíî
èíåðöèàëüíîé. Åñëè íà÷àëî óñêîðåííîé ñèñòåìû îòñ÷åòà ñâÿçàíî ñ ÷àñòèöåé ìàññû
m, òî ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé (3) è (4) ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
(ñì. Å.Ëèôøèö, Ë.Ëàíäàó "Ìåõàíèêà", Ì., Íàóêà, 1988.)

m
dv′α
dt

= −mWα + 2mΩαβv′β.

Êàçàëîñü áû, ÷òî äëÿ ïåðåõîäà âî âðàùàþùóþñÿ ñèñòåìó îòñ÷åòà íàì íåîáõîäèìî
èñïîëüçîâàòü ïðåîáðàçîâàíèÿ â ãðóïïå âðàùåíèé O(3), îäíàêî íàì îêàçàëîñü
äîñòàòî÷íî òðàíñëÿöèîííûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Èíûìè ñëîâàìè, ïåðåõîä â óñêîðåííûå
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ñèñòåìû îòñ÷åòà, êîòîðûå äâèæóòñÿ ñ òðàíñëÿöèîííûì è âðàùàòåëüíûì óñêîðåíèåì,
ñîâåðøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ òðàíñëÿöèîííûõ êîîðäèíàòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Òàê äåëî
îáñòîèò â îáû÷íîé êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå, îñíîâàííîé íà ìåõàíèêå Íüþòîíà.

Ìû ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ íåðåëÿòèâèñòñêîé ìåõàíèêè Äåêàðòà, â êîòîðîé
ëþáîå äâèæåíèå åñòü âðàùåíèå, à ïåðåõîä ê ïðîèçâîëüíî óñêîðåííûì ñèñòåìàì
îòñ÷åòà ïðîèñõîäèò â ãðóïïå âðàùåíèé O(3.1). Ýòî ãðóïïà âðàùåíèé ÷åòûðåõìåðíîãî
(ïî êîëè÷åñòâó òðàíñëÿöèîííûõ êîîðäèíàò - x0, x1, x2, x3) ïñåâäîåâêëèäîâà
ïðîñòðàíñòâà ñ ñèãíàòóðîé (+ - - -) è øåñòüþ óãëàìè, èç êîòîðûõ òðè óãëà ϕ1, ϕ2, ϕ3

ïðîñòðàíñòâåííûå è òðè óãëà θ1, θ2, θ3 , ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå.
Òåïåðü íåðåëÿòèâèñòñêàÿ ñêîðîñòü vα áóäåò çàäàâàòüñÿ êàê ôóíêöèÿ òðåõ

ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ óãëîâ θ1, θ2, θ3 . Íàïðèìåð, ïðè äâèæåíèè âäîëü îñè x
ñêîðîñòü vx áóäåò îïðåäåëÿòñÿ ÷åðåç óãîë θx êàê (ñì. (ðèñ. 3)

dx

dt
= c th θx, (5)

ãäå c - ñêîðîñòü ñâåòà.

Âíèìàíèå!

Ìåõàíèêà Äàëàìáåðà äàæå ïðè ñêîðîñòÿõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ v/c ¿ 1
òðåáóåò ââåäåíèÿ ÷åòûðåõìåðíîãî ïñåâäîåâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà è, ñîîòâåòñòâåííî,
ñêîðîñòè ñâåòà.

Ðèñ. 3: Ïîñòóïàòåëüíîå óñêîðåíèå Wx = dvx/dt = c( ˙thθx) âäîëü îñè x åñòü âðàùåíèå
â ïëîñêîñòè ct− x

Ïðè äâèæåíèè ñ ïîñòóïàòåëüíûì óñêîðåíèåì âäîëü îñè x â ïðèáëèæåíèè v/c ¿ 1
ìû èìååì
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Wx =
dvx(t)

dt
= c( ˙thθx) = c

dθx(t)

dt
. (6)

Â ìåõàíèêå Äåêàðòà âðàùåíèå 4-D ãèðîñêîïà îïèñûâàåòñÿ äâóìÿ ìàòðèöàìè, à
èìåííî, ïðîñòðàíñòâåííîå âðàùåíèå ìàëûõ ãðóçîâ m çàäàåòñÿ ìàòðèöåé

R =




1 0 0 0
0 cos φ(t) sin φ(t) 0
0 − sin φ(t) cos φ(t) 0
0 0 0 1


 , (7)

à äâèæåíèå âäîëü îñè x îïèñûâàåò ìàòðèöà

L =




1 −thθ(t)x 0 0
−thθ(t)x 1 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1


 , (8)

Òîëüêî òåïåðü ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíî, ïî÷åìó òàêîå ïðîñòîå ìåõàíè÷åñêîå
óñòðîéñòâî, êîòîðîå ìû èçó÷àëè â ïðåäûäóùèõ Áåñåäàõ, áûëî íàçâàíî

÷åòûðåõìåðíûì ãèðîñêîïîì .

Ïðîñòî ïîòîìó, ÷òî âñå åãî ýëåìåíòû âðàùàþòñÿ â 4õ ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
ìåõàíèêè Äåêàðòà.

Â ñàìîì îáùåì ñëó÷àå ìàòðèöû âðàùåíèÿ 4-D ãèðîñêîïà èìåþò âèä

R =




1 0 0 0
0 cos θxx cos θxy cos θxz

0 cos θyx cos θyy cos θyz

0 cos θzx cos θzy cos θzz


 , (9)

ãäå cos θαβ - íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû ïðîñòðàíñòâåííûõ óãëîâ, è

L =




γ −βxγ −βyγ −βzγ

−βxγ 1 + (γ−1)β2
x

β2

(γ−1)βxβy

β2
(γ−1)βxβz

β2

−βyγ
(γ−1)βxβy

β2 1 +
(γ−1)β2

y

β2

(γ−1)βyβz

β2

−βzγ
(γ−1)βxβz

β2

(γ−1)βyβz

β2 1 + (γ−1)β2
z

β2




, (10)

ãäå βα = vα/c = thθα, - "íàïðàâëÿþùèå"ãèïåðáîëè÷åñêèå òàíãåíñû, vα - êîìïîíåíòû
ñêîðîñòè,

γ =
1√

1− β2
, β2 = β2

x + β2
y + β2

z (11)

- ðåëÿòèâèñòñêèé ôàêòîð. Ïðè ñêîðîñòÿõ v/c ¿ 1 ìàòðèöà (10) óïðîùàåòñÿ,
ïðèîáðåòàÿ âèä

L =




1 −βx −βy −βz

−βx 1 0 0
−βy 0 1 0
−βz 0 0 1


 , (12)
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Åñëè ñêîðîñòü äâèæåíèÿ vα ïîñòîÿííà, òî âìåñòî ïðåîáðàçîâàíèé Ãàëèëåÿ-
Íüþòîíà (1) è (2) â ìåõàíèêå Äåêàðòà ìû èìååì

x′α = xα − thθαt, t′ = t θα = const, (13)

ϕ̆′β = ϕ̆β + ῠβ, (14)

α, β, ... = 1, 2, 3.

Îáðàçîâàííûé ÷èòàòåëü ìîæåò ñêàçàòü - íó è ÷òî?. Ïðîñòî äðóãàÿ çàïèñü
ïðåîáðàçîâàíèé Ãàëèëåÿ-Íüþòîíà â âèäå íåðåëÿòèâèñòñêîãî ïðåäåëà ïðåîáðàçîâàíèé
Ëîðåíöà. Íà ñàìîì æå äåëå, ðàçíèöà îãðîìíà:

1) Âî-ïåðâûõ, â ìåõàíèêå Äàëàìáåðà â îáùåì ñëó÷àå ìû èìååì äåñÿòèìåðíîå
êîîðäèíàòíîå ìíîãîîáðàçèå - 4 ãîëîíîìíûõ òðàíñëÿöèîííûõ êîîðäèíàòû
x0, x1, x2, x3 è øåñòü íåãîëîíîìíûõ óãëîâ ϕ1, ϕ2, ϕ3, θ1, θ2, θ3.

2)Âî-âòîðûõ, ïðîñòðàíñòâî ñîáûòèé ìåõàíèêè Äåêàðòà îáðàçóþò íå ïðîñòî òî÷êè
(êàê â ìåõàíèêå Íüþòîíà, ñïåöèàëüíîé, îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè è êâàíòîâîé
ìåõàíèêå) à îðèåíòèðóåìûå òî÷êè.

3) Â òðåòüèõ, ðàçíèöà ìåæäó ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ãàëèëåÿ-Íüþòîíà (1), (2)
è ïðåîáðàçîâàíèÿìè Äåêàðòà (13),(14) ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííîé, êîãäà óãëû â
ìàòðèöàõ (9) è (10) íà÷èíàþò çàâèñåòü îò âðåìåíè. Èìåííî íà ýòîì ýòàïå äàæå â
íåðåëÿòèâèñòñêîé ìåõàíèêå Äåêàðòà ïîÿâëÿþòñÿ òîðñèîííûå ïîëÿ ïîðîæäàþùèå
â ìåõàíèêå ñèëû èíåðöèè, ïðåäñòàâëÿþùèå äëÿ ôèçèêîâ çàãàäêó ñî âðåìåí Íüþòîíà.

4) Â ÷åòâåðòûõ, òàêàÿ "ïðîñòàÿ ôèçèêà íà ñòîëå", êîòîðóþ ýêñïåðèìåíòàëüíî
äåìîíñòðèðóåò 4-D ãèðîñêîï, íàõîäèò ðàçóìíîå îáúÿñíåíèå â ðàìêàõ ìåõàíèêè
Äåêàðòà.

Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

ß äóìàþ, ÷òî ÷èòàòåëþ íåëåãêî ðàññòàòüñÿ ñ ïðåäñòàâëåíèåì î ñêîðîñòè ëèíåéíîãî
äâèæåíèÿ è ðàññìàòðèâàòü åå êàê ýëåìåíò ãðóïïû ÷åòûðåõìåðíûõ âðàùåíèé. ß
áû îñòàëñÿ íà ñòàðîé òî÷êå çðåíèÿ, åñëè áû íå âïå÷àòëÿþùèå ñëåäñòâèÿ ôèçèêè,
ïîñòðîåííîé íà îñíîâå ìåõàíèêè Äåêàðòà. Ñ ìîåé òî÷êè òî÷êè çðåíèÿ, íàèáîëåå
çíà÷èìûì ñëåäñòâèåì òàêîé ôèçèêè ÿâèëîñü îáúåäèíåíèå êëàññè÷åñêîé è êâàíòîâîé
ôèçèêè, ïðè ýòîì âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ â íîâîé êâàíòîâîé òåîðèè âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
ïîëÿ êðó÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâà - ÷åðåç òîðñèîííûå ïîëÿ Ðè÷÷è. Íî îá ýòîì ÿ áóäó
ðàññêàçûâàòü â ïîñëåäóþùèõ Áåñåäàõ.

6


