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1 Ãåîìåòðèÿ òðåõìåðíîé íåðåëÿòèâèñòñêîé
ìåõàíèêè Äåêàðòà

Â Áåñåäå 7 ìû âûÿñíèëè ÷òî â ìåõàíèêå Äåêàðòà ïðîñòðàíñòâî òðàíñëÿöèîííûõ
êîîðäèíàò ñòàíîâèòüñÿ ÷åòûðåõìåðíûì ïñåâäîåâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì, â êîòîðîì
ñêîðîñòü äâèæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ïñåâäîåâêëèäîâû óãëû. Íî ýòî äåéñòâèòåëüíî
òàê òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà øåñòü óãëîâ ãðóïïû âðàùåíèé O(3.1) ïîñòîÿííû.
Åñëè æå óãëû íà÷èíàþò çàâèñåòü îò âðåìåíè (ñëó÷àé óñêîðåííîãî äâèæåíèÿ), òî
ãåîìåòðèÿ òðàíñëÿöèîííûõ êîîðäèíàò îêàçûâàåòñÿ ïñåâäîðèìàíîâîé ñî ñòðóêòóðîé
ãåîìåòðèè àáñîëþòíîãî ïàðàëëåëèçìà1.

Ìû, â ïåäàãîãè÷åñêèõ öåëÿõ, äëÿ íà÷àëà ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé
òðåõìåðíûé ãåîìåòðèè àáñîëþòíîãî ïàðàëëåëèçìà è íà åå ïðèìåðå ïîêàæåì, ÷òî â
íåðåëÿòèâèñòñêîé ôèçèêå ïðè îïèñàíèè ïðîöåññîâ, â êîòîðûõ óãëîâûå êîîðäèíàòû
ïåðåìåííû âñåãäà ïîÿâëÿþòñÿ òîðñèîííûå ïîëÿ Ðè÷÷è è âîçíèêàåò ãåîìåòðèÿ
àáñîëþòíîãî ïàðàëëåëèçìà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ãåîìåòðèÿ ïðîñòðàíñòâà ñîáûòèé
âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ äîëæíà îòëè÷àòüñÿ îò ãåîìåòðèè Åâêëèäà, ëåæàùåé â
îñíîâå íüþòîíîâñêîé ìåõàíèêè.

Âïåðâûå íàä ïðîáëåìîé èçìåíåíèÿ òðåõìåðíîé ãåîìåòðèè ïðè âðàùåíèè
çàäóìàëñÿ À.Ýéíøòåéí, êîòîðûé ïîêàçàë, ÷òî ïðè òðåõìåðíîì âðàùåíèè äèñêà
îòíîøåíèå äëèíû îêðóæíîñòè l ê åå ðàäèóñó R ìåíüøå 2π

l

R
< 2π.

Ýòî íåðàâåíñòâî âîçíèêàåò èç-çà ëîðåíöîâûõ ñîêðàùåíèé äëèíû îêðóæíîñòè ïðè
âðàùåíèè äèñêà, òîãäà êàê ðàäèóñ îñòàåòñÿ íåèçìåííûì.

Èç íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî âíóòðåííÿÿ ãåîìåòðèÿ âðàùàþùåãîñÿ äèñêà íå
ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðèåé Åâêëèäà (â ãåîìåòðèè Åâêëèäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî l/R =
2π ), à ñîîòâåòñòâóåò ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû.

Ïîäõîä À.Ýéíøòåéíà ê ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà ñîáûòèé âðàùàòåëüíîãî
äâèæåíèÿ íå ìîæåò áûòü ïðèíÿò, ñ òî÷êè çðåíèÿ àâòîðà, èç-çà îòñóòñòâèÿ â åãî ìîäåëè

1Ãåîìåòðèÿ àáñîëþòíîãî ïàðàëëåëèçìà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ãåîìåòðèÿ, ó êîòîðîé ïîëíûé òåíçîð
êðèâèçíû Si

jkm ðàâåí íóëþ, íî òåíçîð ðèìàíîâîé êðèâèçíû Ri
jkm ìîæåò áûòü îòëè÷åí îò íóëÿ. Ó ýòîé

ãåîìåòðèè âñåãäà îòëè÷íî îò íóëÿ êðó÷åíèå Ðè÷÷è Ω..i
jk. Êðó÷åíèå Ðè÷÷è îáðàùàåòñÿ â íóëü òîëüêî

òîãäà, êîãäà óãëû â ãðóïïå O(3.1) ïîñòîÿííû. Â ýòîì ñëó÷àå ãåîìåòðèÿ àáñîëþòíîãî ïàðàëëåëèçìà
ñîâïàäàåò ñ ãåîìåòðèåé Ìèíêîâñêîãî (áîëåå ïîäðîáíî ñì. ìàòåìàòè÷åñêóþ ÷àñòü II êíèãè "Òåîðèÿ
ôèçè÷åñêîãî âàêóóìà", Ì., Íàóêà, 1997).
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äâóõ îñíîâîïîëàãàþùèõ ôàêòîâ. Âî-ïåðâûõ, â òåîðèè Ýéíøòåéíà ïðè îïèñàíèè
âðàùåíèÿ íå èñïîëüçóþòñÿ óãëîâûå êîîðäèíàòû (íàïîìíèì, ÷òî â ÷åòûðåõìåðíîì
ïñåâäîåâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå èõ äîëæíî áûòü øåñòü). Âî-âòîðûõ, ëîðåíöîâû
ñîêðàùåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðåëÿòèâèñòñêèé ýôôåêò, â òî âðåìÿ êàê èçìåíåíèå
ãåîìåòðèè íàáëþäàåòñÿ ïðè ìàëûõ ñêîðîñòÿõ âðàùåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäñòàâèì
ñåáå ðåçèíîâûé äèñê, íà êîòîðûé íàíåñåíà äåêàðòîâà êîîðäèíàòíàÿ ñåòêà. Ïóñòü
òåïåðü äèñê âðàùàåòñÿ âîêðóã îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç åãî öåíòð. Â ðåçóëüòàòå
âðàùåíèÿ äèñêà ìû óâèäèì èñêàæåíèÿ êîîðäèíàòíîé ñåòêè, ïðè÷åì ýòè èñêàæåíèÿ
áóäóò òåì ñèëüíåå, ÷åì äàëüøå ìû íàõîäèìñÿ îò îñè âðàùåíèÿ. Âîïðîñ ñîñòîèò â
òîì, ÷òîáû îïèñàòü ñâîéñòâà âíóòðåííåé ãåîìåòðèè äèñêà, êîòîðàÿ ïîðîæäåíà åãî
âðàùåíèåì è êîòîðàÿ ó÷èòûâàåò óãëîâûå êîîðäèíàòû (â äàííîì ñëó÷àå èõ äîëæíî
áûòü òðè).

2 Òðåõìåðíàÿ îðèåíòèðóåìàÿ òî÷êà â ìåõàíèêå
Äåêàðòà. Âðàùàòåëüíàÿ è òðàíñëÿöèîííàÿ
ìåòðèêè

Ãåîìåòðèÿ Åâêëèäà, ëåæàùàÿ â îñíîâå êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè Íüþòîíà,
áàçèðóåòñÿ íà òî÷å÷íîì ìíîãîîáðàçèè. Íà òàêîì ìíîãîîáðàçèè ñóùåñòâóåò òîëüêî
îäíà òðàíñëÿöèîííàÿ ìåòðèêà

dl2 = dx2 + dy2 + dz2.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ìåõàíèêå Äåêàðòà âðàùåíèå ñîñòàâëÿåò åå îñíîâó, ïîýòîìó
åå òåîðåòè÷åñêóþ áàçó íåâîçìîæíî ïîñòðîèòü, èñïîëüçóÿ òî÷å÷íîå ìíîãîîáðàçèå
ìåõàíèêè Íüþòîíà.

×òî òàêîå ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà â ìåõàíèêå Íüþòîíà? Ïðåäñòàâèì ñåáå øàðèê
ðàäèóñà r è ìàññû m. Óñòðåìèì òåïåðü ðàäèóñ øàðèêà ê íóëþ, òîãäà â ïðåäåëå
ìû áóäåì èìåòü òî÷êó, ñîâïàäàþùóþ ñ öåíòðîì ìàññ øàðèêà, â êîòîðîì áóäåò
ñîñðåäîòî÷åíà âñÿ ìàññà øàðèêà m. Ñ òàêèì "èäåàëüíûì"îáúåêòîì ðàáîòàåò
ìåõàíèêà Íüþòîíà.

Ïîíÿòíî, ÷òî ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà Íüþòîíà íå â ñîñòîÿíèè îïèñûâàòü ñîáñòâåííîå
âðàùåíèå òî÷êè. Ïîýòîìó â ìåõàíèêå Äåêàðòà ýëåìåíòàðíûì îáúåêòîì ÿâëÿåòñÿ
îðèåíòèðóåìàÿ ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà. ×òî ýòî òàêîå?

Ïðåäñòàâèì ñåáå òîò æå øàðèê, íî ìû òåïåðü æåñòêî ñâÿæåì ñ íèì òðè
åäèíè÷íûõ áàçèñíûõ âåêòîðà eA, A = 1, 2, 3. Åñëè øàðèê ìåíÿåò ñâîþ îðèåíòàöèþ
îòíîñèòåëüíî êàêîé-ëèáî áàçèñíîé ñèñòåìû, òî ýòî èçìåíåíèå ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç
èçìåíåíèå íàïðàâëåíèÿ åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ, ñâÿçàííûõ ñ íèì. Îïÿòü óñòðåìèì
ðàäèóñ øàðèêà ê íóëþ. Â ïðåäåëå ìû ïîëó÷èì îðèåíòèðóåìóþ òî÷êó. Ìíîãîîáðàçèå
îðèåíòèðóåìûõ òî÷åê ìåõàíèêè Äåêàðòà ãîðàçäî áîãà÷å, ÷åì òî÷å÷íîå ìíîãîîáðàçèå
íüþòîíîâñêîé ìåõàíèêè. Êðîìå òîãî, íà ìíîãîîáðàçèè îðèåíòèðóåìûõ òî÷åê
ñóùåñòâóåò, äîïîëíèòåëüíî ê òðàíñëÿöèîííîé ìåòðèêå dl2 âðàùàòåëüíàÿ ìåòðèêà

dν2 = dχαβdχαβ,
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ãäå dχαβ = −dχβα - áåñêîíå÷íî ìàëûå èçìåíåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ óãëîâ. Äîêàæåì
ýòî óòâåðæäåíèå.

Èòàê, ïîä òðåõìåðíîé îðèåíòèðóåìîé òî÷êîé ïîäðàçóìåâàåòñÿ òî÷êà, ñíàáæåííàÿ
îðòîãîíàëüíûì ðåïåðîì. Òàêîé îáúåêò ìîæíî íàäåëèòü ìàññîé è ìîìåíòîì èíåðöèè,
ðàññìàòðèâàÿ åãî êàê âðàùàþùååñÿ òâåðäîå òåëî áåñêîíå÷íî ìàëûõ ðàçìåðîâ.

Äëÿ îïèñàíèÿ ïðîñòðàíñòâà ñîáûòèé äèíàìèêè îðèåíòèðóåìîé òî÷êè ðàññìîòðèì
øåñòèìåðíîå ìíîãîîáðàçèå êîîðäèíàò x1, x2, x3, ϕ1, ϕ2, ϕ3. Åãî óäîáíî ïðåäñòàâèòü
êàê âåêòîðíîå ðàññëîåíèå2 ñ áàçîé, îáðàçîâàííîé òðàíñëÿöèîííûìè êîîðäèíàòàìè
x1, x2, x3 è ñëîåì, çàäàííûì â êàæäîé òî÷êå xa (a = 1, 2, 3) îðòîíîðìèðîâàííûìè
ðåïåðàìè

eA, A = 1, 2, 3, (1)
ãäå A îçíà÷àåò íîìåð âåêòîðà ðåïåðà. Ôàêòè÷åñêè ëþáîé èç ðåïåðîâ eA ÿâëÿåòñÿ
ìàòåìàòè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì òðåõìåðíîé ïðîèçâîëüíî óñêîðåííîé ñèñòåìû
îòñ÷åòà - òðåõìåðíîé îðèåíòèðóåìîé òî÷êè.

Ñîãëàñíî òåîðåìå Ýéëåðà, áåñêîíå÷íî ìàëûå ïîâîðîòû âîêðóã òðåõ îñåé ðåïåðà (1)
ìîæíî çàìåíèòü îäíèì ïîâîðîòîì íà óãîë dχχχ âîêðóã îïðåäåëåííîé îñè, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç íà÷àëî ðåïåðà O. Áåñêîíå÷íî ìàëûé ïîâîðîò (â îòëè÷èå îò êîíå÷íîãî ïîâîðîòà)
ìîæíî çàäàòü âåêòîðîì

dχχχ = dχeχ,

ãäå âåêòîð eχ íàïðàâëåí âäîëü ìãíîâåííîé îñè âðàùåíèÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà. Ýòî
íàïðàâëåíèå âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òî åñëè ñìîòðåòü ñ êîíöà âåêòîðà eχ íà íåïîäâèæíóþ
òî÷êó O, òî ïîâîðîò ñîâåðøàåòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè (ïðàâàÿ ñèñòåìà îòñ÷åòà).

Áåñêîíå÷íî ìàëîå èçìåíåíèå âåêòîðîâ ðåïåðà eχ ïðè ïîâîðîòå dχχχ èìååò âèä

deA = [dχχχeA]. (2)

Åñëè ðàçäåëèòü (2) íà dt, òî ìû ïîëó÷èì

deA

dt
= [

dχχχ

dt
eA] = [ωωω eA], (3)

ãäå ωωω = dχχχ/dt � òðåõìåðíàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà
îòíîñèòåëüíî ìãíîâåííîé îñè. Âûáèðàÿ îðòîãîíàëüíûé ðåïåð

a) eA
αeα

B = δA
B =

{
1 A = B
0 A 6= B

, (4)

á) eA
αeβ

A = δ β
α =

{
1 α = β
0 α 6= β

,

A,B... = 1, 2, 3, α, δ, β = 1, 2, 3,

ãäå α, δ, β... � âåêòîðíûå èíäåêñû, à A, B... � íîìåð âåêòîðà, ìîæíî çàïèñàòü
ñîîòíîøåíèÿ (2) è (3) êàê

deA
α = dχβ

αeA
β, (5)

2Òåðìèí ¾âåêòîðíîå ðàññëîåíèå¿ ïðèíÿò â ìàòåìàòèêå.
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deA
α

dt
=

dχβ
α

dt
eA

β. (6)

Óìíîæàÿ ðàâåíñòâî (5) íà eβ
A è èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè (4), ïîëó÷èì

dχβ
α = eβ

AdeA
α. (7)

Äèôôåðåíöèðóÿ óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè (4), ïîëó÷èì

eA
αdeβA + eβAdeA

α = 0,

îòêóäà
dχαβ + dχβα = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,
dχαβ = −dχβα. (8)

Âåëè÷èíû (8) îïèñûâàþò áåñêîíå÷íî ìàëûé ïîâîðîò òðåõìåðíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà
è îïðåäåëÿþò òðåõìåðíóþ âðàùàòåëüíóþ ìåòðèêó

dν2 = dχαβdχαβ, (9)

çàäàííóþ íà ãðóïïå òðåõìåðíûõ âðàùåíèé O(3), äåéñòâóþùåé íà ìíîæåñòâå
êîîðäèíàò ϕ1, ϕ2, ϕ3.

Óìíîæàÿ (6) íà eβ
A è èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè (4), íàõîäèì

dχβ
α

dt
= eβ

A

deA
α

dt
= ωβ

α,

ïðè÷åì òåíçîð óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà

ωαβ = −ωβα

ñâÿçàí ñ êîìïîíåíòàìè âåêòîðà ω =dχχχ/dt = (ω1, ω2, ω3) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ωαβ = −ωβα = −



0 −ω3 ω2

ω3 0 −ω1

−ω2 ω1 0


 .

3 Ãåîìåòðèÿ àáñîëþòíîãî ïàðàëëåëèçìà A3 è
êðó÷åíèå Ðè÷÷è

Çàïèøåì ðàâåíñòâî (7) â âèäå

dχβα = eβAdeA
α = eAα

∂eA
β

∂xγ
dxγ

è ââåäåì îáîçíà÷åíèå
∆α

βγ = eα
AeA

β,γ, , γ =
∂

∂xγ
. (10)
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Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì ëîêàëüíóþ ñâÿçü ìåæäó äèôôåðåíöèàëàìè êîîðäèíàò
áàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà dxα è äèôôåðåíöèàëàìè êîîðäèíàò êàñàòåëüíîãî àôôèííîãî
ïðîñòðàíñòâà dχβα â âèäå

dχα
β = ∆α

βγdxγ, (11)
ãäå âåëè÷èíû ∆α

βγ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëîêàëüíóþ ñâÿçíîñòü àôôèííîãî
ïðîñòðàíñòâà - ñâÿçíîñòü ãåîìåòðèè àáñîëþòíîãî ïàðàëëåëèçìà. Êàê è
âñÿêàÿ ñâÿçíîñòü, îíà èìååò íåòåíçîðíûé çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ îòíîñèòåëüíî
òðàíñëÿöèîííûõ êîîðäèíàòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

∆γ′
β′α′ =

∂2xγ

∂xα′∂xβ′
∂xγ′

∂xγ
+

∂xα

∂xα′
∂xβ

∂xβ′
∂xγ′

∂xγ
∆γ

βα.

Åñëè òåïåðü ìû îáðàçóåì ñ ïîìîùüþ ñâÿçíîñòè (10) òåíçîð êðèâèçíû, òî îí
îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì íóëþ

Sα
βγη = 2∆α

β[η,γ] + 2∆α
ρ[γ∆

ρ
|β|η] = 0.

Ïî îïðåäåëåíèþ, ïðîñòðàíñòâî ñ íóëåâûì òåíçîðîì êðèâèçíû íàçûâàåòñÿ
ïðîñòðàíñòâîì àáñîëþòíîãî ïàðàëëåëèçìà, à ñîîòíîøåíèå (10) îïðåäåëÿåò ñâÿçíîñòü
àáñîëþòíîãî ïàðàëëåëèçìà.

×àñòíûì ñëó÷àåì ïðîñòðàíñòâà àáñîëþòíîãî ïàðàëëåëèçìà ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîå
åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, èç ôîðìóëû (11) âèäíî, ÷òî êîãäà âðàùåíèå
îòñóòñòâóåò (dχα

β = 0, dxγ 6= 0), ñâÿçíîñòü ∆α
βγ îáðàùàåòñÿ â íóëü, ïðè ýòîì

ïðîñòðàíñòâî àáñîëþòíîãî ïàðàëëåëèçìà ïåðåõîäèò â åâêëèäîâî.
Â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè ïðèìåðå ëîêàëüíûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð áàçû çàäàí íà

ìíîæåñòâå òðàíñëÿöèîííûõ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò xα. Â îáùåì ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûõ
êðèâîëèíåéíûõ òðàíñëÿöèîííûõ êîîðäèíàò åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

0
gαβ= ηABeA

αeb
β, ηAB = ηAB = diag(1, 1, 1),

à òðàíñëÿöèîííûé èíòåðâàë â âèäå

dl2 =
0
gαβ dxαdxβ = ηABeA

αeb
βdxαdxβ . (12)

Â ïðîèçâîëüíûõ òðàíñëÿöèîííûõ êîîðäèíàòàõ ñâÿçíîñòü (10) çàïèøåòñÿ êàê

∆α
βγ = Γα

βγ + T α
βγ = eα

AeA
β,γ,

ãäå
Γα

βγ =
1

2

0
g αη(

0
gβη,γ +

0
gγη,β −

0
gβγ,η) (13)

� ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ,

Tα
βγ = −Ω..α

βγ+
0
g αη(

0
gβρ Ω..ρ

ηγ+
0
gγρ Ω..ρ

ηβ) (14)

� êîýôôèöèåíòû âðàùåíèÿ Ðè÷÷è,

Ω..α
βγ = −∆α

[βγ] = −1

2
eα

A(eA
β,γ − eA

γ,β) (15)
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� êðó÷åíèå Ðè÷÷è.
Ýòîò îáúåêò îòëè÷åí îò íóëÿ èìåííî òîãäà, êîãäà ïðè îïèñàíèè äèíàìèêè

âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ âîçíèêàþò óãëîâûå íåãîëîíîìíûå êîîðäèíàòû ϕ1, ϕ2, ϕ3 êàê
ôóíêöèè êîîðäèíàò è âðåìåíè.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî ñîáûòèé ìåõàíèêè Äåêàðòà, îïèñûâàåò
ïîñòóïàòåëüíûå è âðàùàòåëüíûå ñòåïåíè ñâîáîäû ïðîèçâîëüíî óñêîðåííîé
òðåõìåðíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà. Îíî íàäåëåíî òðåõìåðíîé ãåîìåòðèåé àáñîëþòíîãî
ïàðàëëåëèçìà (ãåîìåòðèåé A3). Â îòëè÷èå îò ïðèâû÷íîé íàì ïîñòóïàòåëüíîé
òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè íîâàÿ òåîðèÿ èìååò äâå ìåòðèêè: âðàùàòåëüíóþ (9)
è òðàíñëÿöèîííóþ (12). Ýòè ìåòðèêè îòðàæàþò ñóùåñòâîâàíèå ñîîòâåòñòâåííî
âðàùàòåëüíîé è ïîñòóïàòåëüíîé îòíîñèòåëüíîñòè äëÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ìåõàíèêè
Äåêàðòà.

4 Îòíîñèòåëüíîñòü âðàùåíèÿ

Ãåîìåòðèÿ Åâêëèäà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçíîâèäíîñòü ãåîìåòðèè àáñîëþòíîãî
ïàðàëëåëèçìà, ïîñêîëüêó åå êðèâèçíà ðàâíà íóëþ. Ãåîìåòðèÿ ïðîñòðàíñòâà ñîáûòèé
ñî ñâÿçíîñòüþ (10) òàêæå èìååò íóëåâóþ êðèâèçíó, íî â îòëè÷èå îò ãåîìåòðèè
Åâêëèäà îáëàäàåò íå íóëåâûì êðó÷åíèåì. Êðó÷åíèå ïðîñòðàíñòâà (àíãë. torsion)
ñî ñâÿçíîñòüþ (10) ïîðîæäàåòñÿ êðó÷åíèåì Ðè÷÷è (15), è ñâÿçàíî ñ ãåîìåòðè÷åñêèì
îïèñàíèåì âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ è âðàùàòåëüíîé îòíîñèòåëüíîñòüþ â ìåõàíèêå
Äåêàðòà. Êîãäà êðó÷åíèå (15) ðàâíî íóëþ, íåãîëîíîìíûå âðàùàòåëüíûå êîîðäèíàòû
ϕ1, ϕ2, ϕ3 êàê äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå îòñóòñòâóþò, è ìû ïîëó÷èì åâêëèäîâî
ïðîñòðàíñòâî ñî ñâÿçíîñòüþ

∆α
βγ = Γα

βγ = eα
AeA

β,γ

è òðàíñëÿöèîííîé ìåòðèêîé (12). Âðàùàòåëüíàÿ ìåòðèêà (9), êîòîðàÿ â ïðîèçâîëüíûõ
êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

dν2 = dχβ
αdχα

β = eβ
ADeA

αeα
ADeA

β = TA
BαTB

Aβdxαdxβ, (16)

ãäå D � àáñîëþòíûé äèôôåðåíöèàë îòíîñèòåëüíî ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ (13),
âûðîæäàåòñÿ â íóëü.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì íàçûâàòü òîðñèîííûì ïîëåì êîýôôèöèåíòû
âðàùåíèÿ Ðè÷÷è (14), ïîñêîëüêó èìåííî îíè îïðåäåëÿþò âðàùàòåëüíûå
(òîðñèîííûå) âçàèìîäåéñòâèÿ ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíûõ
òðàíñëÿöèîííûõ ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò âèäà dxα = (∂xα/∂xα′)dxα′ òîðñèîííîå
ïîëå âåäåò ñåáÿ êàê òåíçîð

T γ′
β′α′ =

∂xα

∂xα′
∂xβ

∂xβ′
∂xγ′

∂xγ
T γ

βα.

Çàïèøåì òåïåðü òîðñèîííîå ïîëå Tα
βγ â ¾êîîðäèíàòàõ ñëîÿ¿ ñ ïîìîùüþ

ïðåîáðàçîâàíèÿ
TA

Bγ = eA
αTα

βγe
β
B. (17)
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Ïî èíäåêñàì ñëîÿ A,B . . . âåëè÷èíû (17) èìåþò íåòåíçîðíûé çàêîí
ïðåîáðàçîâàíèÿ

TA′
B′γ = ΛA′

ATA
BγΛ

B
B′ + ΛA′

AΛA
B′,γ, (18)

ãäå ìàòðèöû ΛA′
A îáðàçóþò ãðóïïó âðàùåíèé O(3)

ΛA′
A ∈ O(3).

Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî ïåðåõîäà (17), çàïèøåì ðàâåíñòâî (11) â ëîêàëüíûõ èíäåêñàõ
A,B . . .

dχA
B = TA

Bγdxγ.

Ðàçäåëèâ ýòî ñîîòíîøåíèå íà dt, ïîëó÷èì òðåõìåðíóþ óãëîâóþ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ
ñèñòåìû îòñ÷åòà ωA

B, çàïèñàííóþ â ¾êîîðäèíàòàõ ñëîÿ¿

ωA
B =

dχA
B

dt
= TA

Bγ

dxγ

dt
. (19)

Ïîñêîëüêó â ýòîì ñîîòíîøåíèè òîðñèîííîå ïîëå TA
Bγ ìîæíî îáðàòèòü â íóëü

ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé â ãðóïïå O(3), òî è óãëîâàÿ ñêîðîñòü ωA
B ÿâëÿåòñÿ

âåëè÷èíîé îòíîñèòåëüíîé.
Çàìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèå (19) óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó ïîñòóïàòåëüíîé

ñêîðîñòüþ vγ = dxγ/dt íà÷àëà O è óãëîâîé ñêîðîñòüþ ωA
B ïðîèçâîëüíî óñêîðåííîé

ñèñòåìû îòñ÷åòà. Ýòó ñâÿçü îáåñïå÷èâàåò âåëè÷èíà TA
Bγ.

Ïåðåïèøåì òåïåðü óðàâíåíèÿ (6) â ëîêàëüíûõ èíäåêñàõ. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî
èñïîëüçîâàòü ïðåîáðàçîâàíèÿ âèäà (17) è óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè (4). Îêîí÷àòåëüíî
ïîëó÷èì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:

deA
α

dt
= ωA

BeB
α = TA

Bγe
B
α

dxα

dt
. (20)

Îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âðàùàòåëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ëîêàëüíûõ èíäåêñàõ.
Èñïîëüçóÿ óãëîâûå êîîðäèíàòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ â ãðóïïå O(3), ìîæíî îáðàòèòü
âåëè÷èíû TA

Bα â íóëü â ñèëó íåòåíçîðíîãî çàêîíà ïðåîáðàçîâàíèÿ (18). Â ðåçóëüòàòå
âðàùàòåëüíûå óðàâíåíèÿ (20) ïðèíèìàþò âèä

deA
α

dt
= ωA

BeB
α = 0, (21)

êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò èíåðöèàëüíîìó äâèæåíèþ ñèñòåìû îòñ÷åòà.
Äåéñòâèòåëüíî, âûáåðåì âåêòîðà òðèàäû eB

α òàê, ÷òîáû âåêòîð e1 áûë
êàñàòåëüíûì â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå Ì íà íåêîòîðîé ôèçè÷åñêîé òðàåêòîðèè

e1 =
dx

dt
, (22)

òîãäà èç (21) ñëåäóþò óðàâíåíèÿ èíåðöèàëüíîãî äâèæåíèÿ:
d2x

dt2
= 0.

Îáðàùåíèå â íóëü óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ôèçè÷åñêè îçíà÷àåò, ÷òî ìû
ïåðåøëè ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ óãëîâ ê ñèñòåìå îòñ÷åòà, æåñòêî ñâÿçàííîé ñ
âðàùàþùèìñÿ òåëîì îòñ÷åòà.
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5 Óðàâíåíèÿõ Ôðåíå êàê ïðîñòåéøèå
âðàùàòåëüíûå óðàâíåíèÿ ìåõàíèêè Äåêàðòà

Ïîñëå òîãî êàê âåêòîð e1 âûáðàí â âèäå (22), óðàâíåíèÿ (20) ìîãóò áûòü
ðàñïèñàíû êàê

de1

dl
= κ(l)e2, (23)

de2

dl
= −κ(l)e1 + χ(l)e3, (24)

de3

dl
= −χ(l)e2, (25)

ãäå κ(l) � êðèâèçíà êðèâîé, χ(l) � êðó÷åíèå êðèâîé, à l � äëèíà êðèâîé. Ýòè óðàâíåíèÿ
áûëè ïîëó÷åíû ôðàíöóçñêèì ìàòåìàòèêîì Æ.Ôðåíå â ñåðåäèíå ïðîøëîãî âåêà.
Ñðàâíèâàÿ óðàâíåíèÿ Ôðåíå ñ âðàùàòåëüíûìè óðàâíåíèÿìè (20), ïîëó÷èì ñâÿçü
ìåæäó òîðñèîííûì ïîëåì TA

Bγ, êðèâèçíîé è êðó÷åíèåì

κ(l) = ω(1)
(2) = T (1)

(2)γ
dxγ

dl
,

χ(l) = ω(2)
(3) = T (2)

(3)γ
dxγ

dl
.

Êðîìå òîãî,
dxγ

dl
= eγ

(1)

è
eγ

(1)eγ
(1) = 1.

Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ñîîòíîøåíèé âðàùàòåëüíàÿ ìåòðèêà (9) äëÿ ïðîñòðàíñòâà, â
êîòîðîì êðèâûå îáëàäàþò êðèâèçíîé è êðó÷åíèåì, ïðèíèìàåò âèä

dν2 = −(κ2 + χ2)(dx2 + dy2 + dz2). (26)

Åäèíè÷íûé âåêòîð e1
dx

ds
= e1 ,

∣∣∣∣
dx

ds

∣∣∣∣ = 1 (27)

âûáèðàåòñÿ êàñàòåëüíûì ê êðèâîé â òî÷êå M, îïðåäåëÿþùåé íà÷àëî òðåõìåðíîé
ñèñòåìû îòñ÷åòà.

Åäèíè÷íûé âåêòîð e2 íàïðàâëåí ïî ãëàâíîé íîðìàëè, à âåêòîð áèíîðìàëè e3

îïðåäåëÿåòñÿ êàê
e3 = [e1e2].

Äèôôåðåíöèðóÿ óðàâíåíèÿ Ôðåíå (23) è (24) ïî l è èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ
îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðîâ òðèàäû, ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ

d2x

dl2
= κ(l)e2 , (28)
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d3x

dl3
=

dκ(l)

dl
e2 − κ2(l)e1 + κ(l)χ(l)e3 , (29)

îïèñûâàþùèå äâèæåíèå íà÷àëà òðèàäû (äâèæåíèå òî÷êè Ì).
Ìû ñðàçó îòìåòèì, ÷òî åäèíè÷íàÿ ñêîðîñòü (27) èçìåíÿåòñÿ ëèøü ïðè âðàùåíèè

âåêòîðà e1, êàê ýòî è äîëæíî áûòü â ìåõàíèêå Äåêàðòà.
Èç ïðèâåäåííûõ âûøå óðàâíåíèé âèäíî, ÷òî êðèâèçíà è êðó÷åíèå â óðàâíåíèÿõ

Ôðåíå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç òîðñèîííûå ïîëÿ (17) è îïðåäåëÿþò âðàùàòåëüíóþ ìåòðèêó
ãåîìåòðèè àáñîëþòíîãî ïàðàëëåëèçìà.

Îòìåòèì, ÷òî êðèâèçíà è êðó÷åíèå êðèâîé Ôðåíå (ïðàâèëüíåå áûëî áû èõ
íàçâàòü ïåðâûì è âòîðûì êðó÷åíèåì, ïîñêîëüêó îíè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîìïîíåíòû
òîðñèîííîãî ïîëÿ) ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé òðàíñëÿöèîííûõ êîîðäèíàò xα, íî âåäóò ñåáÿ êàê îòíîñèòåëüíûå
âåëè÷èíû ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ â ãðóïïå òðåõìåðíûõ âðàùåíèé SO(3).

6 Êèíåìàòè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ êðèâèçíû è
êðó÷åíèÿ â óðàâíåíèÿõ Ôðåíå

Ðàññìîòðèì îðèåíòèðóåìóþ ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó, êîòîðàÿ äâèæåòñÿ ïî
ïðîèçâîëüíîé êðèâîé

x = x(l).

Ïóñòü ýòà êðèâàÿ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè Ôðåíå (23-25). Äëÿ òîãî, ÷òîáû
âûÿñíèòü ôèçè÷åñêèé ñìûñë êðèâèçíû è êðó÷åíèÿ ðàññìîòðèì äâà âàæíûõ
ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿ: à) κ 6= 0, χ = 0 è á) κ = 0, χ 6= 0.

6.1 Êðèâûå ñ κ 6= 0, χ = 0

Óðàâíåíèÿ (23-25) â ýòîì ñëó÷àå ïðèíèìàþò âèä

a) de1

dl
= κ(l)e2 , á) de2

dl
= −κ(l)e1 , â) de3

dl
= 0 , (30)

à) d2x

dl2
= κ(l)e2 , á) d3x

dl3
=

κ(l)

dl
e2 − κ2(l)e1 . (31)

Êðèâûå, îïèñûâàåìûå ýòèìè óðàâíåíèÿìè, ÿâëÿþòñÿ "ïëîñêèìè", ïîñêîëüêó âñå
åå òî÷êè ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè. Èç ìåõàíèêè èçâåñòíî, ÷òî ïðè äâèæåíèè ÷àñòèö
â ïîëÿõ ñ öåíòðàëüíîé ñèììåòðèåé ïî òðàåêòîðèÿì, ëåæàùèì â îäíîé ïëîñêîñòè,
âûïîëíÿåòñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà.

Ïðîèçâîäíàÿ
dx

dt
= v,

ãäå t � âðåìÿ, îïðåäåëÿåò ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè (ñêîðîñòü
äâèæåíèÿ íà÷àëà ðåïåðà Ôðåíå) ïî òðàåêòîðèè. Ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæíî çàïèñàòü
êàê

v =
dx

dt
=

dx

dl

dl

dt
= e1

dl

dt
. (32)
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Ïîñêîëüêó e1 � åäèíè÷íûé âåêòîð, òî

|v| = dl

dt
= v.

Ïîëíîå óñêîðåíèå w = d2x/dt2 çàïèøåòñÿ êàê

w =
d2x

dl2

(
dl

dt

)2

+ e1
d2l

dt2
. (33)

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ Ôðåíå, ïîëó÷èì èç (33)

w = e2κ
(

dl

dt

)2

+ e1
d2l

dt2
= e2κv2 + e1

dv

dt
. (34)

Èç ñîîòíîøåíèÿ (34) âèäíî, ÷òî óñêîðåíèå ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ñóììó äâóõ
ñëàãàåìûõ, îäíî èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíûì è íàçûâàåòñÿ òàíãåíöèàëüíûì
óñêîðåíèåì

wτ = e1
dv

dt
,

à äðóãîå íàïðàâëåíî ïî ãëàâíîé íîðìàëè

wn = e2κv2

è íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì óñêîðåíèåì. Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ âèäíî, ÷òî
êðèâèçíà êðèâîé îïðåäåëÿåò íîðìàëüíîå óñêîðåíèå îðèåíòèðóåìîé ìàòåðèàëüíîé
òî÷êè.

6.2 Êðèâûå ñ κ = 0, χ 6= 0

Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (23-25) çàïèøóòñÿ êàê

de1

dl
= 0 ,

de2

dl
= χ(l)e3 ,

de3

dl
= −χ(l)e2 , (35)

d2x

dl2
= 0 ,

d3x

dl3
= 0 . (36)

Ïîñêîëüêó óðàâíåíèÿ (36) ýòîé ñèñòåìû îïèñûâàþò äâèæåíèå òî÷êè Ì (äâèæåíèå
íà÷àëà òðåõãðàííèêà Ôðåíå), òî ìû âèäèì, ÷òî êðèâàÿ â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ
"ïðÿìîé", âäîëü êîòîðîé íàïðàâëåí êàñàòåëüíûé âåêòîð e1. Ïðè äâèæåíèè òî÷êè
Ì âäîëü ýòîé "ïðÿìîé"âåêòîðà e2 è e3 âðàùàþòñÿ â ïëîñêîñòè ïåðïåíäèêóëÿðíîé
âåêòîðó e1.

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå dl/dt = v, ïåðåïèøåì âðàùàòåëüíûå óðàâíåíèÿ (35) â
âèäå

de1

dt
= 0 ,

de2

dt
= ωe3 ,

de3

dt
= −ωe2 , (37)

ãäå
ω = vχ (38)
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� ñîáñòâåííàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ îðèåíòèðóåìîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè. Òàêèì
îáðàçîì,

ñîáñòâåííîå 3õ ìåðíîå âðàùåíèå îðèåíòèðóåìîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè
â ìåõàíèêå Äåêàðòà îïèñûâàåòñÿ êðó÷åíèåì êðèâîé Ôðåíå, êîòîðîå
îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç òîðñèîííîå ïîëå Ðè÷÷è â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé

χ(l) = ω(2)
(3) = T (2)

(3)γ
dxγ

dl
.

7 Êàðòàí è òîðñèîííûå ïîëÿ Ðè÷÷è

Âïåðâûå î ñâÿçè ñîáñòâåííîãî âðàùåíèÿ ìàòåðèàëüíûõ îáúåêòîâ ñ òîðñèîííûìè
ïîëÿìè Ðè÷÷è áûëà îòìå÷åíà â ðàáîòå Ý.Êàðòàíà (Cartan E., Compt.Rend., 174,
437,1922). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ, ÿ ïðèâîæó ÷àñòü òåêñòà åãî ðàáîòû
ñî ñâîèìè êîììåíòàðèÿìè.

"Â ïðîñòðàíñòâàõ ñ êðèâèçíîé è êðó÷åíèåì ìåòîä ïîäâèæíîãî òðåõãðàííèêà
(3õ ìåðíîé îðèåíòèðóåìîé òî÷êè)3 ïîçâîëÿåò, êàê è â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå,
ïîñòðîèòü êðèâèçíó ëèíèé (à òàê æå ïîâåðõíîñòåé). Ïðÿìàÿ ëèíèÿ áóäåò
õàðàêòåðèçîâàòüñÿ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî âî âñåõ åå òî÷êàõ (îòíîñèòåëüíàÿ) êðèâèçíà
ðàâíà íóëþ, ò.å. íà ìàëûõ îòðåçêàõ îíà ñîõðàíÿåò îäíî è òîæå íàïðàâëåíèå. Íî
òåïåðü ïðÿìàÿ ëèíèÿ íå áóäåò îáÿçàòåëüíî êðàò÷àéøèì ïóòåì èç îäíîé òî÷êè
â äðóãóþ - îíà áóäåò èì ëèøü â ïðîñòðàíñòâàõ áåç êðó÷åíèÿ è, êàê èñêëþ÷åíèå - â
íåêîòîðûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ êðó÷åíèåì. (Ïîñëå ýòèõ ñëîâ Ý.Êàðòàí íà÷èíàåò èçëàãàòü
ñëó÷àé, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèÿì (35)- (38) íàøåé Áåñåäû)4

Ïðèâåäåì î÷åíü ïðîñòîé ïðèìåð. Ïðåäñòàâèì ñåáå ïðîñòðàíñòâî E, êàæäàÿ òî÷êà
êîòîðîãî ïîñòàâëåíà â ñîîòâåòñòâèå òî÷êå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà E,(ñðàâíèâàþòñÿ
ïðîñòðàíñòâî àáñîëþòíîãî ïàðàëëåëèçìà A3 ñ ãåîìåòðèåé Åâêëèäà E3)5 ïðè÷åì
òàê, ÷òî äëèíû ñîõðàíÿþòñÿ. Ðàçëè÷èå ìåæäó ýòèìè ïðîñòðàíñòâàìè áóäåò òàêèì:
äâà ïðÿìîóãîëüíûõ òðåõãðàííèêà ñ áåñêîíå÷íî áëèçêèìè âåðøèíàìè M è M ′ â
ïðîñòðàíñòâå E áóäóò ïàðàëëåëüíûìè, òîãäà êàê ñîîòâåòñòâóþùèå òðåõãðàííèêè â
ïðîñòðàíñòâå E ïîëó÷àþòñÿ îäèí èç äðóãîãî â ðåçóëüòàòå âèíòîâîãî ïåðåìåùåíèÿ ñ
çàäàííûì øàãîì è â çàäàííîì íàïðàâëåíèè (íàïðèìåð, â íàïðàâëåíèè ïðàâîãî âèíòà)
îêîëî ïðÿìîëèíåéíîé îñè, ñîåäèíÿþùåé èõ âåðøèíû. Ââåäåííîå òàêèì îáðàçîì
ïðîñòðàíñòâî äîïóñêàåò 6-ïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé (òðàíñëÿöèè T3

è âðàùåíèÿ O(3), çàäàííûå, ñîîòâåòñòâåííî, íà ìíîãîîáðàçèè òðåõ òðàíñëÿöèîííûõ
êîîðäèíàò x, y, z è òðåõ ïðîñòðàíñòâåííûõ óãëàõ ϕ1, ϕ2, ϕ3)6. Ýòî áóäåò íàøå
îáû÷íîå ïðîñòðàíñòâî, ðàññìàòðèâàåìîå íàáëþäàòåëåì, âñå âîñïðèÿòèÿ êîòîðîãî
"çàêðó÷åíû". Â ìåõàíèêå ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñðåäå ñ ïîñòîÿííûì äàâëåíèåì è
ïîñòîÿííûì êðóòÿùèì ìîìåíòîì".

3Ïðèìå÷àíèå àâòîðà.
4Ïðèìå÷àíèå àâòîðà.
5Ïðèìå÷àíèå àâòîðà.
6Ïðèìå÷àíèå àâòîðà.

11



Ïîñëåäíåå ïðåäëîæåíèå ïîðîäèëî â íàóêå òûñÿ÷è òåîðåòè÷åñêèõ ðàáîò ïî ïîèñêó
ýôôåêòîâ êðó÷åíèÿ â ÿâëåíèÿõ ôèçèêè. Îäíàêî áîëüøèíñòâî ýòèõ ðàáîò èñïîëüçóåò
êðó÷åíèå Êàðòàíà S..i

jk, êîòîðîå áûëî ââåäåíî Êàðòàíîì íåñêîëüêî ëåò ñïóñòÿ. Îòëè÷èå
ìåæäó êðó÷åíèåì Ðè÷÷è Ω..i

jk è êðó÷åíèåì Êàðòàíà S..i
jk ñóùåñòâåííî: êðó÷åíèå

Êàðòàíà íå îáðàçóåò âðàùàòåëüíîé ìåòðèêè (16) è íå çàâèñèò îò óãëîâûõ ïåðåìåííûõ.
Ïîýòîìó íèêàê íåëüçÿ (ïî êðàéíåé ìåðå, íà ñåãîäíÿøíèé äåíü) ñâÿçàòü êðó÷åíèå
Êàðòàíà ñ âðàùåíèåì ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Ñàì Êàðòàí, êàê ìû òîëüêî ÷òî
ïîêàçàëè, óêàçûâàåò íà ñâÿçü ôèçè÷åñêîãî âðàùåíèÿ èìåííî ñ êðó÷åíèåì Ðè÷÷è è
ñ òîðñèîííûìè ïîëÿìè Ðè÷÷è.
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