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ОБОБЩЕНИЕ МЕХАНИКИ  НЬЮТОНА-ЭЙЛЕРА 

И ДВИЖЕНИЕ ПОД ДЕЙСТВИЕМ ВНУТРЕННИХ 

СИЛ ИНЕРЦИИ 

Шипов Г.И. 

    Введение. 

  Классическая механика является фундаментальной наукой и включает в себя механику 

Ньютона  (механика материальной точки) и механику Эйлера  (механика абсолютно твер-

дого тела). В обеих этих механиках оказывается справедливой теорема о сохранении им-

пульса центра масс механической системы,  изолированной от внешних сил.  Эта теорема 

доказана при условии, что внутренние силы удовлетворяют третьему закону механики 

Ньютона.  

    В научной литературе существует ряд учебников по теоретической механике [1-5], в 

которых отмечается, что в механике пластичного тела теорема о сохранении импульса 

центра масс теряет свою силу и в пластичном теле допускается движение под действием 

внутренних сил. Например, в учебнике [2] мы читаем: «Как уже известно, главный вектор 

и главный момент всех внутренних сил для любой механической системы равны нулю. 

Сумма работ внутренних сил равна нулю только в случае твёрдого тела, а для любой меха-

нической системы в общем случае она не равна нулю».  

   В академических работах  [6,7] было показано, что учет высших производных также  вы-

зывает движение механической системы под действием внутренних сил. Высшие произ-

водные возникают при описании движения материальных тел в неголономной механике  

[8], в которой силы инерции играют важную роль. Как известно, силы инерции не удовле-

творяют третьему закону механики Ньютона [9], поэтому для них теорема о сохранении 

импульса центра масс не выполняется. 

1. Геометрическая природа вращательного движения 

 В 1922 г. французский математик Э. Картан высказал гипотезу о связи вращения матери-

альных объектов с кручением пространства [10]. Это противоречит как  основам механики 

материальной точки Ньютона, так  и механики  твердого тела, разработанной Эйлером.    

В том и другом случае теории базируются на геометрии Евклида, кручение которой равно 

нулю. Так кто же прав, Л. Эйлер или Э. Картан? Покажем, что прав Э. Картан. 

   Начнем очевидного факта - трехмерная (3D)  система отсчета   имеет 6 степеней свобо-

ды – три поступательных, описывающих трансляции ее начала,  и три вращательных, за-

дающих ее ориентацию. Отсюда следует, что полное описание 3D системы отсчета тре-

бует введения шестимерного многообразия, в то время как  классическая механика бази-

руется на трехмерном многообразии, на котором задана геометрия Евклида. 

   Математическим образом 3D системы отсчета является ортогональный репер 321 ,, eee


, 

нормированный на единицу (триада Эйлера) [11].  
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)1(,0,1 323121332211  eeeeeeeeeeee


 

Многообразие, на котором определена  триада Эйлера, состоит  из трех трансляционных 

координат  zyx ,,  и трех углов Эйлера 321 ,,  .   На множестве трансляционных коорди-

нат zyx ,,  задана эвклидова метрика  

)2(,2222 dzdydxds   

 а бесконечно малое вращение векторов триады  в обозначениях   321 ,, , 

принятых Л. Эйлером,  определяется как (рис.1) 

)3(.33   dededeedd 


 

  

 

Рис.1 .  Вращение триады 321 ,, eee


 в углах Эйлера вокруг трех осей zyx ,, можно описать 

вращением вокруг мгновенной оси, определяемой вектором    33eee

    (теорема Эйлера) 

Возводя (3) в квадрат, получим вращательную метрику 22)(  dd 


. Эта метрика имеет 

определяющее значение  для  описания вращения материи, когда  одной трансляционной 

метрики (2)  недостаточно. При вращении материи необходимо расширить  поступатель-

ный принцип относительности Галилея-Ньютона  нерелятивистской механике Ньютона 

путем введения  в механике принципа вращательной относительности [12]. При этом 

пространство  Евклида механики Ньютона  расширяется до пространства абсолютного па-

раллелизма )3(3А , в котором существуют  как поступательная метрика (2), так и враща-

тельная метрика 22)(  dd 


. 

Утверждение 1. Вращение триады Эйлера порождает, кручение пространства абсолютно-

го параллелизма )3(3А  [12]. 
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Доказательство. Представим триаду Эйлера 3,2,1,,e AA


 в виде ,

Ae  где 

3,2,1...,,  - векторные индексы триады и 3,2,1...,, CBA  - индексы, нумерующие 

векторы триады (или локальные индексы).  Условия ортогональности  (1)теперь запишут-

ся  как 

)4(,,








   A

A
B

A
B

A eeee  

где 


 ,B
A

 - символы Кронекера.  Бесконечно малый поворот триады Эйлера запишется 

как [12] 

)5(


  AA edde   

или, после деления на 222 dzdydxds  , 

)6(.



  A

A

e
ds

d

ds

de
  

  Умножая справа (5) и (6)  на Ae ,  и, используя условия (4), получим  

)7(,



 A

A deed   

)8(.





ds

de
e

ds

d A

A  

Дифференцируя (4) и учитывая (5), находим 

)9(,0 A
B

B
AA

BB
A dddeedee 


  

откуда, с учетом  (7),  следует  

)10(.BAАB dd    

С помощью триады Ae  можно переходить от индексов 3,2,1...,,    к индексам 

3,2,1...,, CBA  и наоборот:  BAАB eedd 
  .  Кроме того,  триада  Ae  позволяет 

поднимать и опускать индексы   АA e    и т.д.    Поэтому (8) можно записать как 

)11(,//    dsddsd  

где   - 3D  тензор  угловой скорости  триады Эйлера.  Преобразуем (7) и (8),  записав их 

в виде 

)12(,,












 dxTdxeedeed A

A
A

A   

(13),







 AA

A

ee
ds

dx
T

ds

de
  
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где мы обозначили 

)14(,,,,,









 

x
eeeeT A

AA
A




  

)15(.
ds

dx
T







   

Поскольку соотношение (12) представляет собой дифференциалы вращательных коорди-

нат, то для вращательной метрики мы получаем 

)16(.22 dsdxdxTTdeedeeddd A
A

A
A 






















    

   Из (15) видно, что угловая скорость вращения триады Эйлера 
  порождает тензор 


T , который впервые  в математике был  введен Г. Риччи [13]. Физическая интерпрета-

ция тензору  
T  была дана впервые в работе автора [14], в которой  поле 

T   интер-

претируется как поле инерции, порождающее силы инерции. В этой  же работе показано, 

что 
T  представляет собой тензор конторсии пространства абсолютного параллелизма 

)17(,)( .......














  sgggT  

 который определяется через  объект неголономности 
..   следующим образом 

)18(.)(
2

1
,,][

..








 AA
A eeeT   

Тензор 
..   совпадет с кручением геометрии абсолютного параллелизма )3(3А  [12]  

)19(.)(
2

1
,,][

...
][ 










 AA
A eeeT   

Здесь 

)20(,









 A

A eeT   

- связность абсолютного параллелизма. Тензор кривизны, построенный по связности (20) 

)21(,022 ]||[],[  









S  

обращается в нуль, что и является определением геометрии абсолютного параллелизма. 

Таким образом, формулы (15) и (17)  доказывают утверждение 1. 

2. 4D гироскоп,  как неголономная механическая система, движущая-

ся под действием внутренних сил 

    В качестве примера механической системы,  движущейся под действием внутренних 

сил инерции, рассмотрим механическую систему, состоящую из центральной массы  
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M  и  двух масс  m  (рис. 2).  В центре массы M   расположена ось вращения  
1O , во-

круг которой вращаются массы m  на нерастяжимых, невесомых стержнях.  Вращение 

масс   m     происходит синхронно и  в разные стороны.  Такую механическую систему  

будем называть 4D гироскопом [15]. Согласно кинематике специальной теории относи-

тельности, изменение поступательной скорости  xv  можно записать  и как вращение в 

плоскости ctx   

  )22(,xx thc
dt

d
v

dt

d
  

где c  - скорость света,    x -  псевдоевклидов угол   в плоскости  ctx  .    Именно по этой 

причине механическая система на рис 3. была названа 4D  гироскопом 

 

 

Рис.2.  Принципиальная схема 4D гироскопа 

    Используя обозначения на рис.2 и учитывая симметрию механической системы трех тел 

относительно оси X ,  получим следующее выражение для  кинетической энергии (ла-

гранжиана) системы 

)23(,sin2)2(
2

1 222  mrvmrvmMTL 
 

где                          - скорость массы  М  ,                        - угловая скорость  вращения гру-

зов.  Подставляя соотношение (23) в уравнения Лагранжа 

)24(,2,1,/,0 


















dtdxx

x

T

x

T

dt

d



 

получаем  уравнения движения вида 

 25,0cos2sin2)2()2( 2   mrmrvmMvmM c


 

dtdxvv x / dtd / 
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 26.0
sin1

cossin 2

22

2 


 





k
k  

Здесь )2/(22 mMmk  , dtdxv сс /  - скорость центра масс системы, dtdxv /  - скорость  

массы  M ,  dtd /   - угловая скорость вращения масс m . Из уравнения (25) следует, 

что вдоль оси X  на центр масс системы действуют три силы инерции:  поступательная 

сила инерции vmM )2(  ;  проекция  на ось X центробежной силы инерции  cos2 2mr ;  

проекция на ось X  силы инерции sin2 mr , порожденная   угловым ускорением. Сум-

ма этих трех сил равна нулю, поэтому центр масс системы покоиться или движется пря-

молинейной и равномерно. В отсутствие трения в системе ее энергия сохраняется  

0/ dtdT .   Интегрируя уравнения  (25) и (26)  один раз, получим 

)27(,
)(sin1

sin1
)(,)(sin)(

22

0

22

0

tk

k
ttBvtv с











 

где                            - начальная скорость центра масс,                - начальный угол и началь-

ная угловая скорость и                   

   
Равновесие сил инерции в уравнении можно нарушить двумя способами: 1) либо подей-

ствовать  на массу M  внешней силой    F  в уравнении (25); 2) либо подействовать на ось 

X  внутренним моментом L  в уравнении (26).  Нам важнее рассмотреть последний слу-

чай, когда энергия системы меняется в соответствии с уравнением
 

)28(.
)(

L
dt

tdT
  

  Аналитические исследования  движения центра масс 4D гироскопа, проделанные в рам-

ках механики Ньютона на базе уравнения (28),  показали, что центр масс системы  поко-

ится или движется прямолинейно и равномерно при 0L .  Этот вывод противоречит  

экспериментам (рис.2).  Поэтому, пришлось исследовать 4D гироскоп в рамках неголо-

номной механики Декарта [15, 16], а не механики Ньютона. В неголономной механике 

Декарта уравнения Лагранжа (24) обобщаются и принимают вид  [17] 

)29(,/,2 dtdxx
x

T
x

x

T

x

T

dt

d 






































 

где 
  - объект неголономности (18). Уравнения (29) совпадают с уравнениями геодези-

ческих пространства )3(3А  

)30(,02 )(  









vvgvv
ds

dv
 

Для 4D гироскопа из уравнений (30),  с учетом уравнения (28), следуют уравнения  

)31(,)sin(   B
dt

d
B

dt

dv

dt

dvc  

constvvc  0 00 , 

.2rkB 
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)32(,
2

sin v
mr

L

dt

dv

dt

d
r  


 

где  L  - момент, создаваемый внутренним источником энергий (пружиной или электро-

мотором) и меняющий энергию T системы,    - управляющая функция системы. 

    Уравнения (31), (32) можно представить в виде [16] 

)33(,
sin1

)sin(sin2
,

22

22





k

vrk/mrBL
aa

dt

dv
LL

c




  

)34(.
sin1

)sin(2
,

2sin1

cossin
22

2

2

2

22

2










k

/rvBmrL/
L

mr

L

k
k

dt

d
N

N







  

Эти уравнения связывают изменение скорости центра масс cv  4D гироскопа с угловым 

ускорением   вращения малых грузов m .  Нам не удалось решить эти уравнения анали-

тически, поэтому были проведены численные расчеты с помощью программы   «Матлаб» 

[16]. 

. 

Рис.3. Сравнение теории и эксперимента при движении  4D гироскопа: слева теория Нью-

тона с учетом сил, трения; справа формулы (33),(34) неголономной механики.  

 Для этого, в рамках механики Ньютона, была построена теория движения 4D гироскопа 

за счет нелинейных сил трения и, затем, полученная теоретическая кривая  сравнивалась  

с экспериментальным графиком (рис.3 слева).  Справа на рис. 3 сравниваются теоретиче-

ская кривая, полученная из уравнений (33), (34) с экспериментальной кривой. Это сравне-

ние показывает, что причиной движения цента масс 4D гироскопа является управляемая 

пространственно-временная прецессия гироскопа,  который движется согласно уравне-

ниям геодезических пространства )3(3А ,  а не силы трения, как считает большинство 

физиков.    

 Заключение                                                                                                                                                                                  

Вращательное движение материи меняет геометрию пространства, порождая  геометрию 

)3(3А  с кручением  
...  в соответствии с гипотезой Э. Картана  [10]. Механика враща-

тельно движения шестимерна и неголономна в силу неголономности вращательных коор-
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динат 321 ,,  . В такой механике возможно движение центра масс под действием внут-

ренних сил инерции, которые создаются  управляемым вращением ее частей.  Она являет-

ся  фундаментальным обобщением механики Ньютона-Эйлера [18]. 

       26.09. 2017. 
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